lll. Szamelmélet

Oszthat6sagi alapfogalmak, oszthatésagi
szabalyok

305. a) hamis, b) igaz, c) igaz, d) igaz, e) igaz, f) igaz, g) hamis,
h) igaz, 1i)igaz, j)hamis, k)igaz, /) hamis, m)igaz, n) hamis,

o) hamis, p)igaz, g¢)igaz, r) hamis.

306. a) paros, b) paros, c) paratlan, d) paratlan, e) paros, f) parat-
lan, g¢g) paros, h) paratlan, i) paros, j) paros, k) paros, [) paros,
m) paros, n) paros.

307. a) igaz, b) hamis, c¢) igaz, d) igaz, e) hamis, f) igaz, g) igaz,
h) igaz, i) hamis.

308. a)0, b)2, ¢)2, d)2, ¢0, 0, g)o0.

309.a)5, b)6, )1, d)3, 1, foO.

310. n=5r, k=5s,iggn+k=50r+s),n—k=5@F—ys).

311. 20a + 90 = 14a + 6a + 9D = 14a + 3 (2a + 3b).

312. 3a-5b—2c=3(@+2b+3c)—-11(b +¢).

313. b(2b +3) +a(24b +3) + 19a*= 2b*+ 3b + 4ab + 3a + 19a*=
=3(a+b)+2(a+b)*+ 17a°.

314. 12a(a —b)+3b(5 +b) — 4a = 12a*— 12ab + 15b + 3b°— 4a =

=3(2a — b)*—2(2a — b) + 13b.

315. 5a —4b =17k és 9a+3b=17r. Az els egyenlGség —2-szeresét a
masodikhoz hozzdadva azt kapjuk: 116 —a = 17 (r — 2k).

316. 2a +b=13s és S5a—4b=13r. Az elsG egyenlet —2-szeresét adjuk
hozza a mésodik egyenlethez: a — 6b = 13 (r — 2s).

317.

3-mal | 4-gyel 5-tel 9-cel
7 1 3 2
14
216
1848
2005
13367
521966
123 456
654 321

~

[« Nl I NN SN I Nl el i 6)
— | OIN|W| R[OOI
el Bl Bl S N E=R SN N N
WIWRIN|N|J[W|D|[Wn

318. A 2-vel valo osztasi maradék csak 1 lehet, igy az els6 szdmjegy 1-es.
Ekkor a 6-tal valg osztasi maradék 5 vagy 3 vagy 1. Ha 5 vagy 3, akkor hamar
ellentmondasra jutunk. Ha a 6-tal valé osztasi maradék 1, akkor az 5-tel val6
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osztasi maradék is 1, igy a 4-gyel val6 osztasi maradék 3, s ezzel a 3-mal valo
osztasi maradék 1. A keresett szam: 11 311.
319. A bizonyitasokat az olvasora bizzuk.
320. abc — cha =99a — 99b = 99 (a — b).

321. a) a =4,

b) b=0,3,6,9,

¢) b=0,3,6,9,

d) y=0,5; x=tetszGleges,

e) y=0,x=0,3,6,9,vagy y=2, x=1,4,7,vagy
y=4,x=2,5,8,vagy y=6, x=0, 3, 6,9, vagy
y=8,x=1,4,7.

) y=0,x=258vagy y=5, x=0,3,6,9,

g) y=0,x=25,8,

h) y=5, x=8 vagy y=0, x=4.

322. Igen: 36 720.
323. X=9vagy X=0.
324. Harom egymast kovetS egész szam kozott van paros és valamelyik 3-mal
is oszthato.
325. Négy egymast kdvets pozitiv egész kozott biztosan van 3-mal oszthat6 és
2 db péros. E két paros szam koziil az egyik nemcsak 2-vel, de 4-gyel is oszthatd,
igy a szorzat biztosan oszthat6 3 -2 -4 = 24-gyel.
326. (2%k + 1)’ — (2r+ 1)’= 4k (k + 1) — 4r (r+ 1). Mivel k és k + 1 valame-
lyike paros, igy 4k (k + 1) és 4r(r+ 1) is biztosan oszthat6 8-cal.
327. a) Lehet; pl:3+6+9,

b) lehet, pl.: 3 +5 + 7,

¢) nem lehetséges,

d) lehet, pl.: 4 +4 + 4.
328. a) Lehet, pl.: 4 + 8+ 12 + 16,

b) nem lehetséges,

c) lehet, pl.: 4 + 8 +5 + 11,

d) lehet, pl.: 4 +5 + 5 + 10,

e) lehet, pl.: 5+ 9 + 13 + 17.
329.4a)1, b)2, ¢)5 d)6, el, )2, g1, h)S5.
330.a)0, b)9, c)6, d)7, e1, £, g)2, h)S8.
331. Ha a p egész szam nem oszthat6 3-mal, akkor p=3k +1 vagy p=3k+2.
Ezek négyzete: (3k + 1)*= 9k>+ 6k + 1 vagy 9k>+ 12k + 4. Tehat barmely 3-
mal nem oszthat6 szdm négyzete 3-mal osztva 1 maradékot ad. Ebbdl mar ko-
vetkezik a feladat allitasa.
332. n*—1=(n—-1)(n+ 1)(n2+ 1). Ha n nem oszthat6 5-tel, akkor 1, 2, 3,
vagy 4 maradékot ad 5-tel osztva. Ha 1-et, akkor n — 1, ha 4-et, akkor n + 1
oszthat6 5-tel. Ha 2-t vagy 3-t ad 5-tel osztva maradékul, akkor n*+ 1 oszthat6
5-tel.
333. Azt kell megmutatni hogy

nkm(n —k)(n+ k)(n —m)(n +m)(k —m)(k +m)

3-mal, 8-cal és 5-tel is oszthato.
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Ha n, k, m valamelyike oszthatd 3-mal, akkor a szorzat is. Ha egyik sem
oszthat6 3-mal, akkor n, k, m kozil kell lennie kettonek, melyek 3-mal osztva
ugyanazt a maradékot adjak, igy ezek kiillonbsége oszthatd 3-mal.
Ha n, k, m mindegyike paros, akkor a szorzat oszthat6 8-cal. Ha két paros van
kozottiik, akkor ezek Osszege is, kiillonbsége is oszthatd 2-vel, igy a szorzat
oszthatd 8-cal. Ha egy paros van kozottiik, akkor a két pdratlan Osszege és
kiilonbsége is oszthatd 2-vel, igy a szorzat megint oszthat6 8-cal. Ha mind-
harom paratlan, akkor barmely kettd Osszege €s kiilonbsége is paros, tehat a
szorzat oszthatd 8-cal.
Ha n, k, m valamelyike oszthato 5-tel, akkor a szorzat is oszthat6 5-tel. Ha egyik
sem, de van kozottiik kettd, melyek 5-tel osztva ugyanazt a maradékot adjak,
ekkor ezek kiilonbsége oszthatd 5-tel. Ha mind a harom més-mas maradékot
ad 5-tel osztva, akkor ezek a maradékok 1, 2, 3 vagy 4. Ha 1, 2, 3, akkor 2 + 3
oszthaté 5-tel, ha 1, 2, 4, akkor1 + 4 oszthatd 5-tel, ha 1, 3, 4, akkor 1 + 4, ha
2, 3, 4, akkor 2 + 3 oszthat6 5-tel.
334. Az1,2,3,4,5,6,7,8,9, 0szamokat négyzetre emelve azt kapjuk, hogy
2-re, 3-ra, 7-re és 8-ra nem végzddhet négyzetszam.
335. a)6, b)1, ¢)6, d)5, e)6, )1, g8, h)O9.
336. a)7, b)7, ¢)8, d)8, e)S5.
337. Nem lehet, mert az els6 tag 1-re, a masodik 4-re, a harmadik 7-re, tehat
az Osszeg 2-re végzddik.
338. Az egyes tagok utolsd szamjegye: 1, 4, 7, 6, 5, 6, igy az Osszeg utolsd
szamjegye 0.
339. Minden természetes szam n = 8k vagy 8k £ 1 vagy 8k +2 vagy 8k £3
vagy 8k + 4. Ezek négyzete 8-cal osztva rendre 0, 1, 4, 1, vagy 0 maradékot ad,
tehat a maradék minden esetben négyzetszam.
340. Alkalmazzuk az el6z6 feladatban ismertetett gondolatmenetet!
341. Igen. Alkalmazzuk a 35. feladatban ismertetett gondolatmenetet!
342. Két megoldas van: 342. dbra.
343.a) n=2k, b) n=3k+2,

c)n=4k+2, d) n=>5k + 4,

e)n=1, f) n=2vagy3,
g) n=5, h) n=1, 9 vagy 25,

13 Z i 1’6,”1) ’;;103;61}1§g01dés, | 1 9 ? 1 ! 9 2 1
Uriari OBl GaE
;j - %’V6a§g8y, 155 n=4,510 ‘2 3] |2 3
r) Zaiy41,7’s) n =2, vagy 4. ; 71216 > 718 |6
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Szamjegyes feladatok

344. 17+71=26+62=35+53=44 + 44 =88.
345. 91 -19="72.
346. 102 + 201 = 303.
347. a és b olyan pozitiv szamjegyek, melyekre a + b = 8.
348. ab +a + b =81, azaz 11a + 2b = 81. A jobb oldal péros, igy a paratlan,
és nyilvan 6 <a < 8. Igy a megoldas 72 + 7 + 2 = 81.
ab + ba

349.

75, 95, 86, 97.
350. abc-9 = dabc = 1000d + abc, ahonnan 8 - abc = 1000d, azaz abc = 125d.
351. 19ab — 19ba = 63, azaz a —b ="7. A feltételekbdl csak a =9, b=2
lehetséges. Tehat 71 éves volt.

ab+axb _
352. — = ba. Csak a = 1 lehetséges, ellenkezd esetben ugyanis a jobb

=¢cc, ahonnan a + b = 2c. A feltételek alapjan ab = 93, 84,

oldal haromjegy(i lenne. Részletesen kiirva 108 + 10x = 18b, ahonnan lathato,

hogy x-nek 9-cel oszthaténak kell lennie. x =9 esetén b-re kétjegyli szdmot

. 16 + 106
kapunk, igy csak x = 0 lehetséges. Tehat az egyediili megoldds: ———— =

353. a) 101 -11 = 1111,
b) 25°= 625,
¢) Csak b =2 lehetséges, azaz a2’= @cc, ahonnan 12%= 144,
d) Csak p =2 lehetséges, ahonnan 222%= 49284,
e) 111a + 222b = 1110b, ahonnan a = 8b, tehat a =8, b = 1;
811 + 181 + 118 = 1110,
f) Abal oldal legfeljebb 72, igy a < 3. Az a = 1, 2, 3 eseteket kiprobélva
a=2,b=06,
g) 1111a + 1116 + 11c +d = 2005. Innen csak a =1 és b =8 lehet-
séges. Innen pedig abcd = 1806.
354. 11la + 222b =777, azaz a + 2b = 7. Harom megoldast kapunk:
133 + 313 +331 =777, 322+ 232+223 =777, 511+ 151+ 115="777.
355. 6 db. 1010a + 1016 = 101 - (10a + b). Tehat ab = 15, 30, 45, 60, 75, 90.

ab 101(10c +d) 10a+b 10c+d
356. — + = + > 2
cd 101(10a +b) 10c+d 10a +b

357. Részletes kiiras utdn a 4x*— 9xy+ Sy*= 0 masodfoku egyenletre jutunk.

54 4
Innen x#y miatt 4x = 5y, azaz x =5, y=4. 5" Z—g.

358. ab + 1 =2 ba. Lathat6, hogy b <5 és paratlan. b = 1 esetén a-ra nem
adodik egész szam. b =3 esetén a =7 adodik. 73 +1=2-37.

359. 3-abc + 49 = cba, ahonnan 299a + 20b + 49 = 97c. Innen a =2 vagy
a =1. Ha a = 2, akkor 20b = 97c — 647.
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Ekkor a jobb oldalnak 0-ra kell végz6dnie, azaz ¢ = 1, ami nyilvan lehetetlen.
Ha a =1, akkor 20b = 97¢ — 348.

A jobb oldalnak most is 0-ra kell végz&dnie, azaz ¢ = 4, és ekkor b = 2.

abc =124. 3124 + 49 = 421.

360. 19ab + 1+ 9+ a + b = 2005, ahonnan 19ab = 1979.

361. 19ab + 1 + 81 + a*+ b*= 2006, ahonnan 10a + b + a*+ b*= 24. Innen
csak a =0, a =1 vagy a =2 lehet. De a =0 és a = 1 esetén b-re nem adddik
egész szam, ha pedig a = 2, akkor b = 0. 1920 + 1 + 81 + 4 = 2006.

362. A feltételekbdl 2 -AB = 60 + BA, ahonnan 194 = 60 + 8B. A bal oldal-
nak 4-gyel oszthatonak kell lennie, igy csak A4 = 4 lehet, s ezzel B = 2. Tehat a
sebesség: 84 km/h.

363. Ha abc —a — b — c =9(11a + b), akkor latszik, hogy 9-cel oszthatd. Mi-
vel jegyei egyenldk, ezért e szam vagy 666, vagy 333, vagy 99.

Ha 9(11a + b) = 666, azaz 1la +b =74, akkor a =6, b =38, igy a keresett
szam 68c. De 68(: + 6 + 8 + ¢ =694 + 2c¢ jegyei nem lehetnek azonosak.

Ha 9 (11a + b) = 333, azaz 11a + b = 37, akkor a = 3, b =4, tehat a keresett
szam: 34c. De 34c + 3 + 4 + ¢ = 347 + 2¢ szintén nem lehet olyan, melynek
jegyei egyenlGk.

Ha 9(11a + b) =99, azaz 11a + b = 11, akkor a =1, b =0, tehat a keresett
szam: 10c. 10c + 1+ 0+ ¢ =101 + 2c. Ez akkor és csak akkor lesz olyan,
melynek szamjegyei egyenlSk, ha 111, és ekkor ¢ = 5.

Tehat a keresett szam: 105.

105+1+0+5=111 és 105-1-0-5=99.

364. A keresett szam csak 2- vagy 3-jegyli lehet. Ha kétjegyd, akkor
10a + b = 11(a + b), ahonnan — 10b = a, ami lehetetlen. Ha a szdm haromje-
gyl, akkor 100a + 10b +c¢=11(a +b +c¢), azaz 89a = 10c + b. Innen csak
a=1,c=8,b=9.

198 = 11(1 + 9 + 8).

Primszamok. A szamelmélet alaptétele

365. 2, 5, 7, 41,127, 361, 1237, 1997, 1999, 2003, 7741.

366. Csak p =3 lehetséges. Ha ugyanis p#3, akkor p =3k +1 vagy
p =3k + 2 alaku. Els6 esetben p + 14, a masodik esetben p + 4 oszthat6 3-
mal.

367. Ha k =ab,ahol a > 1, b > 1, akkor 2*°— 1 = (2%)"— 1° és ez oszthat6 a
29— 1 >1 természetes szammal.

368. Egy primszém 30-cal osztva nem adhat 2 maradékot (kivéve a p = 2-t),
mert akkor paros lenne, de nem lehet a maradék 3 sem (kivéve a p = 3-t), mert
akkor p oszthat6 lenne 3-mal. Igy tovabb haladva azt kapjuk, hogy egy p primet
30-cal osztva a maradék csak az 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 természetes szamok
valamelyike lehet.



70 Primszamok. A szamelmélet alaptétele

369. p(10)=4, »p (20) 8, p@AS=14, p@E0)=15, p(73)=20.
370 p(100) 26 -

100 100 T 4°
371. p+3lehet (2+3=5), p+11 lehet (2 + 11 =13),

p + 13 nem lehet, p + 6 lehet (5 + 6 =11).

372. Nincs ilyen primszdm. p =2-re 4p*+1=65. Ha p+#5 prim, akkor
utolsé jegye 1, 3, 7 vagy 9. De az ilyen szdmok negyedik hatvanya mindig 1-re
végzodik, igy 4p*+ 1-nek 5-re kell végzSdnie. Végil, ha p =5, akkor
4p*+1=2501=41-61.
373. Ha p >3, akkor p =3k +1 vagy p =3k + 2. Ezek négyzete 3-mal
osztva mindig 1 maradékot ad:

Gk +1)*=9k*+ 6k + 1, 3k +2)*=9k*+ 12k + 4.

374. Csak p =3 lehetséges. Ha ugyanls p # 3, akkor négyzete 3-mal osztva 1
maradékot ad (lasd el6z6 feladat). Igy 8p*+ 1 =8 (3k + 1) + 1 = 24k + 9, ami
oszthat6 3-mal.

375. p*—1=(p—1)(p + 1). Azt kell bizonyitanunk, hogy ez 3-mal és 8-cal
is oszthato.

A p—1,p, p+1 szdmok szomszédos szamok, igy valamelyikiik oszthat6 3-
mal. De az nem lehet a p, igy vagy p — 1 vagy p + 1 oszthat6 3-mal.

A p —1és p + 1 szamok mindegyike paros, a paros szamok sorozataban szom-
szédos szdmok. Mivel minden masodik paros szam nem csak 2-vel, de 4-gyel is
oszthato, igy (p — 1)(p + 1) oszthat6 8-cal.

376. Ha harom prim 0sszege paros, akkor valamelyikiik a 2. Legyen p = 2.
Ekkor g +r=20. Ez csak a 3, 17 vagy 7, 13 primekre teljesiil. Tehét a keresett
primek: 2, 3, 17 vagy 2, 7, 13.

377. Valamelyik primnek parosnak kell lennie. Legyen p =2. Ekkor
g*+r*=130. Egy primszdm négyzete 3-mal osztva csak 1 maradékot adhat
(14sd 69. feladat), igy az egyenl6ség bal oldala 3-mal osztva 2, mig a jobb oldala
3-mal osztva 1 maradekot ad. Ez lehetetlen, igy g és r valamelyike csak 3 lehet.
Ha g = 3, akkor r*= 121. Tehit a keresett prlmek 2,3, 11.

378. Ha p és g = p + 2 3-nal nagyobb ikerprimek, akkor akoztiklevé p + 1
szam biztosan paros és 3-mal is oszthatd, azaz 6k alaku. Ezek szerint
p=06k—1¢és q=06k+1,vagyis p+q=12k.

379. Azt kell megmutatni, hogy p*+ (p +2)> nem lehet semmilyen egész
szamnak négyzete.

PP (p+2)P=2p*+4p+ 4.

A kapott egyenl6ség jobb oldala paros, de 4-gyel nem oszthat6, igy nem lehet
négyzetszam.

380. p=2-reés p=3-ra2p—1¢és2p + 1ikerprimek. Egyéb ilyen prim nem
lehetséges. Ha ugyanis p 3-mal osztva 1 maradékot ad, akkor 2p + 1 oszthatd
3-mal, ha pedig p 3-mal osztva 2 maradékot ad, akkor 2p — 1 oszthat6 3-mal.
381. Barmely 5-nél nagyobb ikerprimpar nagyobbik tagja csak 6k + 1 alaku
lehet. Ennek 4-szeresébdl 1-et levonva: 4 (6k + 1) — 1 = 24k + 3, ami oszthatd
3-mal.
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382. Legyenek p, g=p+2, r=p+4 harmasiker primek. Ha p 3-mal
osztva 1 maradékot ad, akkor g oszthaté 3-mal. Ha p 3-mal osztva 2 maradékot
ad, akkor r oszthaté 3-mal.

383. Nem lehetséges. A 2004-nél kisebb legnagyobb primszam a 2003. Ez
valamelyik csoportban lenne, igy e csoportban levé szdmok primtényezss fel-
bontéasaban szerepelne a 2003, de a masik csoport szorzataban nem.

384. Csak p =5 johet szoba. Minden més primszam negyedik hatvanya 1-re
végzddik, igy ehhez 4-et hozzdadva 5-tel oszthaté szamot kapunk. De
5'4+4=629=17-37.

385. p=2esetén p’+p+1=7, p>—p+1=3. p=3esetén p’+p+1=
=13, pz—p +1=7. Ha p 3-mal osztva 1 maradékot ad, akkor p*+p + 1
oszthat6 3-mal, ha 3-mal osztva 2 maradékot ad, akkor p>*— p + 1 oszthat6 3-
mal. Tehat csak p =2 vagy p = 3 lehet. Ha p = 2, akkor

1+p +p*+p*+ p*= 31 primszam,
ha p = 3, akkor
1+p+p*+p*+ p*= 121 négyzetszam.

386. 1,40, 3,38, 5,36,7,34, ...,39, 2.
387. Legyenek p és g = p + 2 ikerprimek. Ekkor az

1,2,3,4,5,6,7,...., p—1
szamok az alabbi mdédon rakhatok sorba a feltételeknek megfelelGen:
p—1,3 p-3,5 p-5..p=-2,2

388. Hadp +1=k7, akkor k csak paratlan lehet, azaz

4p +1=2n+ 1)°=8n’+ 12n*+ 6n + 1, ahonnan 2p-n(4n +6n+3).

Ez csak akkor teljesiilhet, ha n =1, és 4n + 6n + 3 egy primszam kétszerese
(ez nem teljesiil), vagy, ha n=2 és ezzel 4n*+ 6n+3 egy primszammal
egyenld. Ez pedig: 31. Tehat p = 31, és ekkor 4-31 + 1 =125 = 5°.

389. Ha 6p + 1 =k’, akkor k csak paratlan lehet, azaz 6p + 1 = (2n + 1)3=

=8n’+ 12n*+ 6n + 1, ahonnan 3p —n(4n + 6n + 3).

Ez csak akkor teljesulhet ha n=1, és 4n*+6n+ 3 egy primszam harom-
szorosa (ez nem teljesiil), vagy, ha n =3 és ezzel 4n*+ 6n + 3 egy primszam-
mal egyenls, de ez sem teljesiil.

390. Ha p + g + r harom primszdm 6sszege oszthaté 20-szal, akkor valame-
lylkuk paros, azaz 2. Legyen p = 2. Ekkor r+¢g=...8 ésr—q = ...8. Ezcsak
ugy lehetséges, hogy r 3-ra, g pedig 5-re Vegzodlk azaz q = 5. Igy a feltételek-
nek eleget tevd primszdmok:

2,5,13 vagy 2,5,53 vagy 2,5, 73.
391. A keresett szam els6 jegye 2 és szamjegyeinek Osszege legfeljebb 7. Igy
a szObajohets szamok: 2111 vagy 2311, ezek pedig valéban primek.

p-1

392. 1= p + 1 ez pedig csak p = 2 esetén lesz primszam.
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393. 20"—6-4""1+5"-24=5"4"+1)—24(4"+1)= 4"+1)(5"-24)=p
primszam. Ez csak ugy lehetséges, ha 5"— 24 = 1, azaz n =2 és ugyanakkor
4"+ 1 =primszam. Ez pedig teljesiil, mert 4>+ 1 = 17 valéban prim.

394. p#2. p=3-ra 8+3°=521 primszdm. Ha p >3, akkor négyzete
3-mal osztva 1 maradékot ad. 8= (9—1)?=9K — 1. Tehat 87+ p’=
=9K -1+ 3N+ 1=3M, igy nem lehet prim. Tehéat a kifejezés csak p =3
esetén lesz primszam.

1 1 2
395. A feltételek szerint — + —=—,
p r q
ahonnan
2pr—qr—pq =0,
1 1 0
pr 2 qr 2 pq — U,
2
[p _ Z][r_ ;]] = qT’ ahonnan (2p —q)(2r—q)=q".

Innen vagy 2p — q = 1 és 2r — q = ¢*, de ekkor r = pq lenne, ami kizart, hiszen
P, q, r primek, vagy 2p —q =q és 2r— q = q, ahonnan p = ¢ =r, ami szintén
nem lehetséges.

Tehat nincsenek a feltételeknek eleget tevd primszamok.

n+
396. P akkor és csak akkor lesz egész, ha a négyzetgyok alatt négyzet-
yn-p

szam szerepel.

n+p_n—p+2p_1+ 2p

n-p  n-p n-p

igy n—p= L2, D, Zp’ -1, -2, ) _2p

. . , n+p n+p . 3

Mindent figyelembe véve csak —— =1+ p vagy —— =1 + 2p jOhet sza-
n—p n—p

mitésba.

Ha 1+p=k? akkor p=(k—1)(k+ 1), ahonnan k=2, p=3, és ekkor
n=>5.

A masik esetben nem kapunk megoldast, igy a megadott kifejezés csak akkor
lesz egész, ha p=3 és n=>5.

397. Azt kell megmutatnunk, hogy ha harom db 5-nél nagyobb primszdm egy
szamtani sorozat egymast kovetS elemei, akkor a differencia oszthat6 6-tal.
Hogy a differencia paros, az nyilvanvald, igy azt kell bizonyitani, hogy oszthat6
3-mal. Legyenek e primek

p, p+d, p+2d.

Ha p 3-mal osztva 1 maradékot ad és d is 3-mal osztva 1 maradékot ad, akkor
p + 2d oszthat6é 3-mal, ha d 3-mal osztva 2 maradékot ad, akkor p +d oszt-
hat6 3-mal.
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Ha p 3-mal osztva 2 maradékot ad és d 3-mal osztva 1-et, akkor p + d oszthatd
3-mal, ha d 3-mal osztva 2-t ad maradékul, akkor pedig p + d oszthaté 3-mal.
Tehat d-nek 3-mal oszthaténak kell lennie (ilyen sorozat pl.: 5, 1, 17).

398. A(p—3)(p—2)(p—1)-p-(p + 1) szorzatrdl kell belatni, hogy oszt-
hat6 5-tel, 3-mal és 16-tal. Ot db egymas utani szam kozott biztosan van 5-tel,
illetve 3-mal oszthatd, tehat a szorzat 15-tel biztosan oszthato.

Mivel p prim, ezért (p —3), (p — 1) és (p + 1), biztosan parosak, s mivel a
paros szamok sorozatanak 6k egymast kovets elemei, ezért valamelyikiik biz-
tosan oszthat6 4-gyel is, vagyis szorzatuk oszthat6 16-tal.

399. Mivel barmely 5-nél nem kisebb primszém négyzete 3-mal és 4-gyel
osztva is 1 maradékot ad, ezért 12 db ilyen szam Osszege oszthatd 12-vel.

400. A harom szdmjegy nem lehet azonos, mert akkor a szam oszthat6 lenne
3-mal. Igy a szOba johetd szamok: 449, 949, 499. De 949 = 73 - 13, mig 449 és
499 primek. Igy a keresett eredmény: 1805 vagy 2005.

401. Az sszeg paratlan, igy p és g valamelyike 2 kell, hogy legyen (pl. ¢ = 2).
Ekkor

p(l+p+p*)=2379=3-13-61 =13-(1 + 13 + 13%).

402. Sziikséges feltétel, hogy a diszkriminans négyzetszam legyen: n*— 4p = k?,
azaz

(n—k)Yn+k)y=4p*=1-4p=2-2p=4-p=p-4.

Az egyes eseteket megvizsgalva arra jutunk, hogy csak n —k=2ésn+k=2p
lehetseges ahonnan n =1 + p. Innen pedig csak p =2 és n =3 johet szoba.

Az x*— 3x+ 2 =0 egyenlet gyokei valoban egész szamok.

2T 2T 2T
403. Az m,+m,=m, egyenlet igy is irhato: —+T=—, ahonnan
a c
11 1
— v = azaz ab — pa — pb =0, vagy masképpen (a —p)(b —p)=p’.
p
Ekkor

vagy a—p=1 é b—p=p* azaz a=p+1 é b=p*+p;

vagy a—p=p é b-p=p, azaz a=2p és b=12p.

De az els6 eset nem lehetséges a haromszog-egyenlGtlenség miatt, tehat a
haromszog oldalai: p, 2p, 2p.

404. p és g valamelyike csak paros azaz 2 lehet. Legyen p = 2, ekkor 29+ q

primszéam. Ha q#3, akkor g¢? 3 mal osztva 1 maradekot ad, mig
29=(3-1)7=3K— 1. Tehat 29+ ¢* nem lehet prim. Ha ¢ =3, akkor
2°+ 3%= 17 primszam.

405. Barmely 5-nél nagyobb prim utolsé szamjegye 4-féle lehet: 1, 3, 7 vagy
9. Az utolso el6tti szamjegy 10-féleképpen, az az el6tti szamjegy ugyancsak 10-
féleképpen alakulhat. Igy, ha vessziik p-nek 401 db kiilénbéz6 olyan hatvanyat,

melyek legalabb négyjegyliek, azok kozott kell lennle kettd olyannak, melyek
utolsé 3 szamjegye megegyezik. Legyenek ezek p* és p" (k > n). Ezek kiilonb-
ségére

pk—p"=K-1000,
p"(p* "= 1)=K-1000.
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Ezek szerint 1000 osztdja a bal oldalnak. De p és 1000 relativ primek, igy 1000
osztéja p*~"— 1-nek, azaz p* "= N-1000 + 1.
406. Ha van racionalis gyok, akkor a diszkriminans négyzetszam:

q*+ 4pr=1Kk>.
Mivel p, g, r 2-nél nagyobb primek, ezért mindegyikiik és igy k is paratlan:
Qr+1)*+4@Qs+ D)(2n+1)=(2d + 1),

Mivel egy paratlan szam négyzete 8-cal osztva 1 maradékot ad, ezért a jobb
oldal 8-cal osztva 1 maradékot ad, mig a bal oldal 8-cal osztva 5 maradékot ad.
407. a) 340=2-5-17, b) 2222 =2-11-101, ¢) 6912 =283,
d) 1232=2%17-11, e) 3400=2°5%17, f) 4550 =2-5%7-13,
g) 2004 =2%-3-167, h) 2005 =5 -401, i) 1234 =2-617,
j) 8505 =357, k) 12465=23%5-277, 1) 32316 =2 3-2693.
408. 10!=28%3% 527,
409. 8-cal akkor oszthatd, ha a primtényezGs felbontasban 2 hatvanykitevdje
legaldbb 3, 9-cel akkor oszthatd, ha a primtényezds felbontasban 3 hatvanyki-
tevGje legalabb 2.
410. Egy természetes szam akkor és csak akkor négyzetszam, ha primténye-
z0s felbontdsdban szerepld valamennyi prim hatvanykitevGje paros.
411. Nem, pl.: 9 osztdja 36-nak, de 9 nem osztdja 6-nak.
412. A-B=2"-3*5%27*11*13.

4410
413. 4410=2-3%5-7% igy 254410 négyzetszam. BT 441 = 21°,

414. 360 =23 3%.5. Ezt 3-5*= 75-tel szorozva kobszamot kapunk. 2% 360.
415. Igaz. A keresztrejtvényben szerepld szamjegyek Osszege 19.

416. Igaz. A keresztrejtvényben szerepl6 szamjegyek Osszege 29.

417. Akeresztrejtvényben szereplS szamjegyek szorzatanak primtényezds fel-
bontasa:

2%.3°.5%. 77,

111 P3
6 6
9 | 3
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Legnagyobb k6zos osztd, legkisebb k6z6s
tobbszoros, oszték szama

418. a)5, b)25, ¢)12, d)128, e) 12, f)81, ¢) 17, h) 120, i) 16,
j)75, k)14, 1)1

419' a) pqza b) pqr, C) 13m7 d) xyq, e) x7y9 )km3s2.

420. a) 99, b)90, c)2178, d) 10890, e) 2%-3*-5-11*-17, f) 21780,
91 h)1, i)o.

421. 1. hamis, 2. hamis, 3. igaz, 4. igaz, 5. hamis,
6. hamis , 7. igaz, 8. hamis, 9. hamis, 10. igaz.
422. A megadott szamok koziil az alabbiak relativ primparok:
5;09, 5; 21, 5; 24, 5; 42, 5; 72, 5; 102,
9; 10, 9; 35, 9; 55, 9; 215, 10; 21, 15;24,
21; 55, 21; 215, 24; 35, 24; 55, 24,215, 35; 72,
35; 102, 42; 55, 42; 215, 55; 72, 55; 102, 72; 215,
102; 215.

423. (a+by;a—b)=2vagy (a+b;a—b)=1.

424. Az allitasok bizonyitasat megtehetjiik pl. indirekt médon.

a) Legyen (a; a + b)=d >1. Ekkor a = kd, a + b =rd, igy kd + b =rd,
ahonnan latszik, hogy b is oszthatd d-vel, tehat nem lehetnek a és b
relativ primek.

b) Legyen (a; b*) =d > 1 és legyen p a d-nek egy primosztéja. Ekkor a is
és b is oszthato p-vel ami ellentmond annak, hogy (a; b) =1.

c) Legyen (a + b; b*) =d > 1 és legyen p a d-nek egy primosztéja. Ekkor
p osztdja b-nek és p osztdja a + b-nek, amibdl p osztdja a-nak is
kovetkezne.

d) Legyen (b; b —a) =d > 1. Ekkor d osztéja b-nek és d osztdja b — a-
nak, tehat d osztdja a-nak is. Ellentmondas.

e) Legyen (a%a—b*)=d>1, és legyen p a d-nek egy primosztéja.
Ekkor p oszt6ja a-nak, p osztéja a — b*-nek, tehat p osztdja b-nek is,
igy a és b nem lehetnek relativ primek.

425. a) n+ 1 =kd és n—1=rd. Akét egyenlet kiilonbségébdl 2 = d(k —r),
ahonnan d >1 miatt csak d =2 lehet. Tehat a tort csak 2-vel lehet
egyszerdsithetd.

b) Az el6z6ek mintéjara a tort csak 5-tel lehet egyszer(sithets.

¢) A tort 5-tel egyszertsithetd.

d) A tort 2-vel, vagy 7-tel, vagy 14-gyel egyszeriisithetd.

426. A feltételek szerint n is és k is 4-gyel nem oszthaté paros szamok:

n=4r+2, k=4s+2, tehat n+k=4r+4k+4=4(r+k+ 1), ahonnan

(n+k;4)=4.

427. Tegyiik fel, hogy (2"+ 1; 2"~ 1) =d > 1; d csak paratlan szam lehet. Ek-

kor 2"+ 1 =kd, 2"— 1 = rd, ahonnan 2 =d (k —r), azaz d = 2, ami lehetetlen.

428. Tegyiik fel, hogy (2"+ 1; 4"+ 1)=d > 1, azaz 2"+ 1 =kd, 4"+ 1 =rd,

d csak paratlan szam lehet. A két egyenletbdl 4"—2"= 2"(2"— 1) =d(r—k).

Mivel 2" és 2"— 1 relativ primek, ezért d osztdja 2" — 1-nek is, ami lehetetlen

(lasd el6z06 feladat).
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429. ab=9%%1+m=5m+ h, ahol h <5, tehat 2h=m. Innen h=1, m=2
vagy h=2, m=4,vagy h=3, m=06 vagy h =4, m = 8. A keresett szdmok:
11, 22, 33 vagy 44.

430. abc=19 + g =11q + p, ahol p <11, tehat 9p =5¢. Innen p =35,
q =9 vagy p =10, g=18. A keresett szamok: 104, 208.

431. 3n—m=kd és 5Sn+ 2m =rd. Az els6 egyenlet kétszeresét a masodik-
hoz adva: 11n =d (2k +r); d osztéja a bal oldalnak, de n-nel relativ prim,
ellenkezd esetben n és m nem lennének relativ primek. Tehét d osztdja 11-nek,
azaz d = 11.

432. Ha a tort egyszertsithetd d > 1-gyel, akkor 11m + 2k = rd és 18m + Sk =
=sd. Az els6 egyenlet 5-szorosébdl kivonva a mésodik 2-szeresét: 19m =
=d (57— 2s). Innen d osztdja 19-nek, azaz d = 19 (d és m relativ primek, mert
ellenkezd esetben d valamely primosztdja — pl. az els6 egyenletbdl — osztdja
lenne m-nek és k-nak is, ami nem lehetséges).

433. Ha a tort egyszertsithetd d > 1-gyel, akkor 3n + 2 =dr és 4n + 1 =ds.
Az els6 egyenlet négyszeresébdl kivonva a masodik 3-szorosat: 5 = d (4r — 3s),
ahonnan csak d = 5 lehet. Ezek szerint a szamlalo is és a nevezs is 5-re vagy 0-
ra végzodik, tehat 3n utolso jegye 3 vagy 8, mig 4n utolso jegye 4 vagy 9. Mind-
ebbdl kovetkezik, hogy n utolsod jegye 1 kell, hogy legyen. Tehat a tort egysze-
riisithetd, ha n = 10k + 1.

434. Az eloz6 feladat gondolatmenetét hasznilva azt kapjuk, hogy 1=
=d (3r — 2s), vagyis a tort nem egyszerfisithets.

435. Indirekt tegyiik fel, hogy valamely n-re (f,; f,.;)=d >1. Ekkor
foo1=F 1= [, is oszthato d-vel, s igy — az eljarast ,lefelé” folytatva arra jutunk,
hogy a sorozat minden f,-t megel6z6 tagja is oszthatd d-vel, ami nyilvin
lehetetlen.

436. Asorozatels6 10 tagja: 1,1, 1,3,5,9, 17, 31, 57, 105, .... Akilencedik
és a tizedik tag egyarant oszthatd 3-mal.

437. Asorozat 16. és 17. tagja 3777, 7425; mindkettd oszthat6 3-mal.
438.a)1, b)25 ¢)15 d)1, e 17, /1, g) p-q, h) k-r*, i) xy.
439. l.igaz, 2.hamis(pl:a=2-3-5, b=5-7-11,c=2-11-13),

3.igaz, 4.igaz.

440. Legyenek p, g, r, s kiilonbozd primek. A feltételeknek eleget tevd
szamok:

a=p-qr, b=p-qs, c=prs, d=qrs.

441. Legyenek p,, p,, ..., p, kiilonboz6 primek. A feltételeknek eleget tevd
k db szam:

Q=D Py e Pi-1o
=Dy Py - Pr—2"Pro>
a3=py' Py -+ Pr—-3 Pr-1Pr>

4y =Dy D3 - " Di-
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442. a) 56, b) 450, c) 1260, d) 41412, e) 2850, f) 156400, g) p*qr,
h) a’b*cd*, i) K*IPm’n’, j) X*y'p*q’s?, k) x°y piq, 1) kK*m*s’tg’.

443.

1. hamis (pl.: [#; n]=n), 6. igaz,
2. igaz, 7. igaz,
3. hamis, 8. igaz,
4. hamis (pl.: [n; n]=n), 9. igaz,

5. hamis (pl.: [6; 8]=24 < 48), 10. igaz.
444. a)k =5166, b) k=80, ¢) k=3,6,12,24 vagy 48,

d) k=60m+ 15, e) k=27,54,108, 135, 270 vagy 540, f) k=17.

445. a) 13;2002, 143;182, 26;1001, vagy 91; 286,

b) 26; 4784 vagy 208; 598, ¢)90; 8, d)p; pq’.

446. a) [4; B); B]=B, b)2*3%5%27%11>-13-19, c) 45,

d) [; B; C); [4; D]]=[A4; D], e) 45, f) 45.

447. n—1 oszthat6 2, 3, 4, 5, 6, 7-tel. [2; 3; 4; 5; 6; 7]=420, tehat n = 421.
448. n=Tk+6=8+7=9r+8. Igy n+ 1 oszthatd 7-tel, 8-cal és 9-cel.
Ezek legkisebb tobbszorose: [7; 8; 9]=1504, tehat n = 503.

449. [12; 40]=120 méter.

450. Mivel 60984 = 2% 32- 7112, ezért — a feltételeket figyelembe véve — a ke-
resett szamok: n =2 7-112°=6776, k=3>7-11=693, m=2-3%*7=126.
451. A feltételekbsl kovetkezik, hogy az elsd, illetve a masodik szakaszon a
sebességek ardnya 3 : 4. Ezek szerint valamely k g)ozitiv egész szamra 3k és 4k
legkisebb tobbszorose 72. Mivel 4 = 2% és 72 = 27 3%, igy k primtényez6s alak-
jaban kell lennie pontosan egy db 2-esnek és pontosan 1 db 3-asnak, azaz
k=2-3=06. Tehat a sebességek: v,=24, v,=18. Ezzel az AB tdvolsig:
1-24+4-18 =96 km.

452. A helyesen kitoltott keresztrejtvény

(3960; A)=180, [3960; A]=2°% 3% 5% 7-11.
453. A helyesen kitoltott keresztrejtvény 1
454.a) 1, b)3, ¢c)4, d)6, e 8, 6, g9, 316
h) 4.

455. Mivel p," osztoi: 5 1
K, 3
L pis pis s Py =>d<p] )=k1+ 1. 37 516

pzkZ oszt6i: 1; p,; p3; ... p2k2:> d<p2k2>=k2+ 1.

Tehit d(p)" p,") = (ki + 1)k, + 1).

Ebbdl kovetkezik az allitas. 1 P
456. a) 4, b)24, ¢)11, d)15, e)5, f) 25. 1|13
457. Egy természetes szam osztdinak a szama akkor [ 3
és csak akkor paratlan, ha a kérdéses szam négyzetszam. 1
458. Hap, g, r kiilonboz6 primek, akkor 6 17
a)4, 25, p* b)8, pq, p% o) T2, pq?, p'; 418
d) 128, p’q, p’; 8
e) 1536, p*qr, p’q; f) 120, p“, pq’. 411

N
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459. a)4, b)16, c) 12, d) 24, e)48, f) 60.

460. Akérdéses szam primtényezGs felbontdsdban a 2, 3 és 7 primek (és csak
ezek) szerepelhetnek. N =2° 3% 7 = 4032.

461. A felsoroltak koziil négyzetszamok: b) 2°-5* 11'%; d) p* ¢° r*.
462. a) 1, b)2, c)30, d) 154, e) 14.

463. a) 3, b) 6889, c)25, d)100, e)4p>.

464. Nem. Ha egy természetes szamnak 5 db osztdja van, akkor annak prim-
tényez6s alakja csak p* lehet, vagyis csak egyetlen p primosztéja lehet. Ha vi-
szont oszthatd 6-tal, akkor 2-vel és 3-mal is oszthatonak kell lennie.

465. (x+1)-3-2=24,ahonnan x=3és (y+ 1)-3-4 =60, ahonnan y = 4.
fgy A-B=2%3527% d(A B)=450.

466. 105 =3 5-7. Ha tehat egy szam oszthat6 105-tel, akkor legalabb 3 kii-
16nb6z6 primmel oszthat. De ha egy szamnak 6 osztdja van, akkor annak
primtényezs alakja csak p’ vagy p”-q lehet, vagyis legfeljebb 2 kiilonbozs
primosztdja lehet. . ,
467. Ha d(d(N))= 3, akkor d (N) = p*. Igy N primtényezés alakja N =q” ~ !
vagy N=q" ~'-r? ~ 1, vagyis N-nek csak két kiilonboz6 primosztéja lehet. Ha
viszont egy szam oszthat6 30-cal, akkor 2-vel, 3-mal és 5-tel is oszthatonak kell
lennie.

468. A feltételek szerint

+DH+2)z+ D -+ D+ 1D(z+1)=15¢s
®+3)+Dz+1) -+ 1)(y+ 1)(z+ 1) =24, ahonnan
F+DE+1)=15 é @+D(z+1)=12.
A két egyenlet megoldésait egybevetve azt kapjuk: x=4, y=3, z=2,
vagyis a keresett szam: N = 2% 3% 52= 10 800.
469. A megadott egyenlet (x — n)(y — n) = n* alakra hozhaté. Mivel n*-et kell
két pozitiv egész szam szorzatara bontani, igy az egyenletnek annyi megoldasa
van, ahdny osztéja van n”-nek, vagyis a megoldasok szdma pératlan.
a) p(2005)=d(2005%)=d (5*-401*) =9,
b) mivel 2005 nem négyzetszam, igy nincs olyan n, melyre p (n) = 2005.
470.

a) 1 megoldas van: n =4, k = 3;

b) 1 megoldas van: n =10, k = 8§;

¢) 3 megoldasvan: n =19, k=5vagy n=11, k=7 vagy n=9, k= 3;
T d) 1 megoldss van: n= "1 g=P"L.

) 1 megoldds van: n = 5 k=T

3p*+1 3p*-1
p el

1 1 2 5 e) 3 megoldas van: n= > > ; vagy
2 2
3 4 p +3 p—3
1 = , k= ;
6|3 n 5 5
52 63 h | vagy n=2p, k=p.
471. A helyesen kitoltott keresztrejtvény a 471. 4bra.

7 814|511 A szamjegyek Osszege 41; d (41) = 2.
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472. A helyesen kitoltott keresztrejtvény a 472. 4bra. -
A szamjegyek szorzata 2% 3°-5; d(2% 3% 5)=108.

473. a)1, b)6, ¢) 18, d)60, e) 217, 4 Pe

£) 255, ¢)1530, h) p+1, 5

i) pg+p+q-+1, 2 5

) A+p)A+q+qa+q°), 1 e |6 11 11
k) (1+p+p*)(1+q+q*+q’),

D A+ p+p*+..+p)A+q+q+...4q"). 6111116

474. a) S72)=1+2+3+4+6+8+9+ 12+ 18+ 24 +36 + 72 =195,
SE)=1+2+4+8=15, SO =1+3+9=13, 15-13=195.
b) 2" 3% osztéi:

1, 2, 22, 2%
3, 3.2, 3-22, 3.2"
32, 3%.2, 3227 32.2m
3%, 352, 3k.22, 3k.on

Ezek osszege: (1+3+3%+ ... +3%)(1+2+2*+ ... +25)=53%)-52").
475. A bizonyitds gondolatmenete megegyezik az el6z6 feladatban ismerte-
tett gondolatmenettel.

476. a) 28 nala kisebb osztéi: 1+ 2+ 4+ 7+ 14 = 28;

b) 496 nala kisebb osztoi:
1+2+44+8+16+31+2-31+4-31+8-31=496;

¢) 8128 nala kisebb 0sztdi:
1+2+4+8+16+32+64+127+2-127+4-127+8-127 + 16127 +
+32-127 = 8128.
477. Barmely p primszam osztdinak a szdma 1 + p # 2p.
478. Ha 2¥*'—1=p prim, akkor a 2¥(2**'—1)=2*.p szam nila kisebb
0sztoi:
1, 2, 2% .., 25
P 2p, 2°p, ..., 257 1p.

Ezek 6sszege (vegyiik észre, hogy egy-egy mértani sorozatrdl van sz6):
ok+1_q p<2k_1)
J’_

2-1 2-1
Az els6 zarojelben levs szam éppen p-vel egyenld, igy kapjuk:

p+p(2=1)=p+p-2t-p=2~p,

tehat a kérdéses szam valdban tokéletes szam.

= (2" 1= 1) +p(2F-1).
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479. Azt kell megmutatni, hogy

1+1+1+1+ +1+11+1+ +1 +1 2
2022 23 T 2k p 2 22 23 2k
azaz
k
1
1 [2]_1 1 1 1
— i —|+—=1, 1——k=p P
21 p) p 2 p p+l
2
vagyis (p+1)(25=1)=(p—1)-2% p-2"+2k—p—1=p-2¢- 2%
ahonnan k11 =p.
S ) 2016
480. 672=2°3.7, igy S(672)=2016; -~ -=3.

481. S220)=1+2+4+5+2-5+4-5+11+2-11+4-11 +
+5-11+2-5-114+4-5-11 =504, tehat S§(220)— 220 = 284;
S284)=1+2+4+71+2-71+4-71, tehat S(284)— 284 =220.

Tehat 220 nala kisebb osztéinak 0sszege 284, és 284 nala kisebb osztdinak 0sz-
szege 220.

482. S(1184)—-1184=1+2+4+8+16+32 +
+37(1+2+4+8+16+32)— 1184 = 1210,

és $(1210) — 1210 = 1184.

Diofantoszi problémak, diofantoszi egyenletek

483. Az egész szamok halmazan végtelen sok megoldas van, a természetes
szamok halmazan 13 megoldas van, ha n # k, akkor 12 megoldas van.

484. 1,3, 11,vagy 1, 5,9, vagy 3, 5, 7. Ha a szamok nem feltétlen kiillonbozok,
akkor a fenti megoldasokhoz még hozzdjonnek az alabbi megoldésok: 1, 1, 13,
vagy 3,3,9,vagy 1,7, 7,vagy 5, 5, 5.

485. 2, 4,16, vagy 2,6, 14, vagy 2, 8, 12, vagy 4, 6, 12, vagy 4, 8, 10.

Tk +2
486. Ha3n=7k+ 2, azaz n =

. Ekkor n = 21m + 3, azaz n 21-gyel

osztva 3 maradékot ad.

487. Ha n=3k+2=5m+ 3, akkor n =15+ 8, azaz n 15-tel osztva 8
maradékot ad.

488. Ha n=7k +5=06m+ 3, akkor n =42k + 33, azaz 42-vel osztva 33
maradékot ad.

S5,vagyn=06,k=3,vagyn=9,k=1;

b) k=5, n=1,
c)n=7, k=2;
d) p=3, q=8 vagy p=6, q=3;
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e) k=3, m=18vagy k=6, m=16 vagy k =9, m= 14 vagy k =12,
m=12 vagy k=15, m=10 vagy k=18, m=28 vagy k=21,
m=6vagy k=24, m=4 vagy k=27, m=2;

f) x=5y=1,z=2.

490. a) Ha két prim 0sszege paratlan, akkor valamelyikiik 2 kell, hogy legyen,
p és q egyike 2, a masik 17. I"

b) A p, q és r primek az alabbiak lehetnek (valamilyen sorrendben): 2,
S5, 19vagy 2,7, 17, vagy 2, 11, 13.

¢)qg=2, p=13.

d)g=5, p=Tvagy p=11,qg=2.

e)r=2,p=3,qg=13,vagy r=2, p=13, g=3,vagy r=2, p=11,
g=5vagyr=2,p=5,qg=11vagy p=2,q=11,r=3,vagy q =2,
p=11,r=3.

f) p(p +1)=131; két szomszédos egész szam szorzata biztosan paros,
igy nincs megoldas.

491. Legyen/ a lovak, k a kacsak, 7 a tehenek szdma. A feltételek szerint
[+k

tzT, I>k, 50+ 3k=100.
Az utolso egyenlGségbdl kovetkezik, hogy k 5-tel oszthatd, az [ >k egyen-
16tlenségbdl pedig k < 10, azaz k =5 vagy k = 10. Csak a k =10, / =14 ad t-
re pozitiv egész megoldast. A farmon 8 tehén van.
492. Legyen n a négyfejiiek, & a haromfejlek, ¢ az otfejliek szama. A feltéte-
lek szerint

n—1=6, 4n—1=3h ¢és 3h+4n+56 <132.

S5n—1)
2

Innen 4n — 1 + 4n + < 132, ahonnan n < 12. Minden feltételt figye-

lembe véve:
n=17, 6=3, h=09.

493. Az egyik oldalnak 2-nek kell lennie. igy — figyelembe véve a haromszog-
egyenlGtlenséget — az egzlediili me%oldés: 2, 1999, 1999.

494. (n—3)"+ (n—2)°+ (n — 1)>=n*+ (n + 1)?, ahonnan n = 13. Tehit a
keresett szamok: 10, 11, 12, 13, 14.

495. n—3)’+ (n—2)°+ (n— 1)*+n*=(n+ 1)*+ (n+2)*+ (n + 3)*,
ahonnan n = 24. Tehat a keresett szamok: 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27.

496. 2n + 1 db szomszédos pozitiv egész szam koziil az elsé n + 1 db négyzeté-
nek Osszege egyenld az utols6 n db négyzetének dsszegével. Melyek ezek a szamok?

X+ = 1)+ =2+ .+ - n)?= @+ 1D+ @+ 27+ ...+ x+n)
n+Dx*—2c(1+24+3+ ... +n)=n*+2(1 +2+ 3+ ... +n),
nmn+1)

2
A keresett 2n + 1 db szomszédos egész szam:

2

X —4x =0, ahonnan x=2n(n+1).

2n’+n, 2m*4+n+1, 20°+n+2,..,2n%+ 3n.
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497. (n—2)’+ (n— 1)+ n’= (n + 1), ahonnan n’*— 6n*+ 6n — 5=0.
Alakitsuk at a kapott egyenl&séget:

n—1—-6nn—1)=4, azaz (n—1)(n*-5n+1)=4.

Innen n— 1 =1vagy n — 1 =2 vagy n°— 5n+ 1 = 1 lehet csak. Els6 két eset-

ben nem kapunk megoldast, a harmadik esetben pedig n=15. A keresett

szamok: 3, 4, 5, 6.

498. a) k*—n*=7(k —n), azaz (k—n)(k*+kn+n*)=7(k —n), tehat
K*+kn+n*=1.

A feltételek miatt k = 2 vagy k = 1. Els6 esetben n = 1 adddik, a masik eset-

ben pedig n(l +n)=06, ahonnan n=2. Tehat n és k egyike 2, a masik 1.

b) (k*—n*)(k*+ n*) =9 (k*— n?), ahonnan k*+ n*=9. Mivel a 9 nem

bonthat6 fel két négyzetszam Osszegére, igy ennek az egyenletnek
nincs megoldasa.

499. Nincs ilyen haromszog. Ha a befogdk paratlanok, akkor azok négyzeté-

nek 0sszege paros.

500. Igen,pl.:3,4,5.

501. Tegyiik fel, hogy a befogdk 2k + 1 és 2n + 1. Ekkor

(k + 1)*+ 2n + 1)*=S?, ahonnan 4 (k*+k +n*+n)+2=_5"%

Az egyenl8ség bal oldala 4-gyel nem oszthat6 paros szdm, ez nem lehet négy-
zetszam.

502. Megmutatjuk, hogy ha egyik befog6 sem oszthat6 5-tel, akkor az atfogd
oszthat6 5-tel.

Ha egyik befogd sem oszthatd 5-tel, akkor ezek négyzete 5-tel osztva csak 1
vagy 4 maradékot adhat. Ha mindkett6 1 maradékot ad, akkor az atfogd
n*=5k + 2 alaki négyzetszam, igy n’ vagy 2-re, vagy 7-re végzGdik, ami
lehetetlen. Ugyanigy ellentmondasra jutunk, ha mindkét befogd négyzete 5-tel
osztva 4 maradékot ad. Igy az egyik befogd négyzete 5-tel osztva 1, a masik
négyzete 4 maradékot ad, vagyis ezek Osszege — s igy az atfogo is — oszthatd 5-
tel.

503. 2mn)’+ (m*—n*)*=4m’n*+ m*+ n'— 2m* n*= (m*+ n*)*.

504. A megadott pitagoraszi szimhdrmasokat tanulméinyozva azt figyelhet-
jik meg, hogy 2n + 1, 2n(n + 1), 2n(n + 1) + 1 mindig pitagoraszi szamhar-
mas. Val6ban

@n+ 1)+ 4n*(n+ 1)*= 2n*+ 2n + 1)°.

505. 9n*+ 4k*+ 1 + 12nk + 6n + 4k + 9n*+ 4k*+ 4 + 12nk + 12n + 8k =
=16n"+ 9k*+ 4 + 24nk + 16n + 12k.
Osszevonds utan: 2n°+ 2n + 1 = k?, azaz n’+ (n + 1)*=k*.
506. a) x+1)(y+1)=12, innen x=0, y=11 vagy x=1, y=5 vagy
x=2, y=3 (és forditva).
b)a=0,b=13vagya=1,b
¢)n=0,k=20vagyn=2, k
d) x=0,y=0, z=15 vagy x=0, y=1, z=7 vagy x=0, y=3,
z=3vagy x=1, y=1, z=3 (barmely megoldasban x, y, z szerepe
tetszOlegesen cserélhetd).

¢s forditva),

=6 (
= 6 (és forditva)
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507. a) n=6, k=30 vagy n=30, k=6,vagy n=k = 10;
b) x=28, y=56 vagy x =56, y=8 vagy x=y = 14;
¢) a=14, b =182 vagy a = 182, b = 14 vagy a = b = 26;
d) n=12, k=264 vagy n=13, k=143 vagy n =22, k=44 vagy
n=k=33vagy n= 132, k = 24 vagy n =253, k = 23;
e) x=6, y=90 vagy x=8, y=40 vagy x=10, y=30 vagy
x=y=20 vagy x=30, y= 18 vagy x= 80, y = 16;
fla=8, b=280 vagy a=12, b=84 vagy a=14, b="70 vagy
a=>b=42,vagy a =56, b =40 vagy a = 252, b = 36.
508. a) n=4, k=28 vagy n=k =7 vagy n =28, k = 4;
b) x=4, y=44 vagy x=44, y=4;
c¢)a=4,b="76vagy a="76,b=4.
509. a)a=1,b=5vagya=4, b=2vagya=11, b =0;
b) x=8,y=3;
¢) k=0, n=6vagy k=n=>5.
510. A feltételek szerint ab — 6 = ab + a + b, ahonnan a (9 — b) = 6, azaz

=18, 37, 26 vagy 13. o

511. ab—-8=ab +a + b, ahonnan ab = 88, 47, 25 vagy 11.

512. ab— 22 =ab —a — b, ahonnan (a — 2)(b — 11) = 0, tehat nincs a felté-
teleknek eleget tevs kétjegy( szam.

a
513. a-b+a+b+a—b+g=26, ahonnan a (b + 1)*=26b. Mivel b és

6 —
a=9 Tehat 9 — b osztdja 6-nak, vagyis 9 — b =1, 2, 3 vagy 6. Innen ab =

b + 1 relativ primek, tovabba 26-nak nincs 1-nél nagyobb négyzetszam osztdja,
ezért nincs a feltételeknek eleget tevd szampar.

a
514. a-b+a+b+a —b+E=72,ahonnana(b+ 1)*= 72b. Mivel 72 négy-

zetszam 1-nél nagyobb osztoi: 4, 9, 36, igy b =1, 2 vagy 5. A keresett szdmok
a=18, b=1 vagy a=16, b=2 vagy a=10, b=5.

515. Legyen a felszeletelt siiteményben n oszlop és k sor. Ekkor a siite-
mények szdma n-k. A tepsi szélével nem érintkezd siitemények szdma
(n —2)(k — 2). A feltételek szerint:

n-k=2mn-2)(k-2),
ahonnan
nk—4n —4k +8=0,
azaz
(n—4)(k—4)=8.

Innen n =5, k=12 vagy n =6, k = 8. (Természetesen, ha a tepsit elforgatjuk
90°-kal, akkor n és k szerepe felcserélédik.)
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516. a) x<2, azaz x=1 vagy x=2 lehet csak. x=1, y=13 vagy x=2,

y=4.

b) a<3, azaz a=3, 2 vagy 1; a=3-ra nem adddik megoldas;
a=2, b=4vagya=1,b=5.

¢) k=3, n=1vagy k=2, n=5vagy k=1, n=8.

d) pP—p+12g=p@p—1)(p + 1)+ 12g = 2006.
Mivel p(p —1)(p + 1) hdrom egymast kovets egész szam szorzata,
igy valamelyik tényez6 biztosan oszthat6 3-mal, illetve egyik ténye-
zGje biztosan oszthatd 2-vel, igy e szorzat oszthatd 6-tal. Tehat az
egyenlGség bal oldala oszthatd 6-tal, a jobb oldal nem, igy nincs
megoldas.

e) 2¢°+y*+ 4x+y=2x(x+ 2) + y(y + 1), ami nyilvan paros, teh4t nem
lehet 2005. Nincs megoldas.

f) ab*+ 2ab +a —75b =0, azaz a (b + 1)*=75b. Mivel (b + 1; b) =1,

ezért (b + 1) osztdja a 75-nek. De 75 1-nél nagyobb négyzetszam
osztoja csak a 25, ezért b =4, a = 12.

Szamrendszerek

517. a) 256; b)511; c) 14-féleképpen; d) 1 krajcar + 1 fabatka; e) 1 tal-
lér + 1 pityke + 1 petdk; f) 1 beurd + 1 pengd + 1 tallér + 1 pityke + 1 garas
+ 1 petak .

518. Osszunk 6-tal maradékosan! 4 labda kimarad; végil 1 piros, 1 sarga,

4 z06ld, 1 kék, 4 fehér dobozt latunk és a 4 kimaradt labdat.

519. a) 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 kg-os sulyok megfelelek. 6 sily nem elég, mert
minden sulyt vagy hasznalunk, vagy nem; ez stlyonként két lehet8ség,
igy 6 suly esetén legfeljebb 26 64-féle tomeget mérhetiink.

b) 1, 3,9, 27, 81 kg-os sulyok megfeleléek. 4 stly nem elég, mert minden
sulyt vagy az egyik serpenyObe, vagy a masikba tessziik, vagy nem
hasznaljuk. Ez sulyonként harom lehet6ség, igy 4 suly esetén legfel-
jebb 3* = 81-féle tomeget mérhetiink.

520. q) 12 =1100, = 110, = 30, = 22, =10,

b) 64=1 OOO 000, = 21013 = 10004 =224,=54,;

¢) 100 = 1100 100, = 10201, = 1210, = 4005 = 84,,;

d) 128 = 10 000 000, = 11 202, = 2000, = 10035 = (10)8,,;

e) 321 =101 000 001 =102 220 =11 0()1 = 2241 =229,

f) 1000 =1111101 000 =1 101 001, = 33 220, = 13 000 = 6(11)412

521. a) §;21; 15, b) 64;99;493, ¢) 111 176; 292 d) 354 4096; 2927,

e) 1,5; 0,25; 275 66,4, 12,875.

522, 4 =123 213,

523. a) 12002; 201 21151020012, D) 1214 275264; 7241, c) 112, =14,,=

=1110,; 2011, = 133,, =10 000 1012, 111 111,=10101 010 101,.

524.a) A legnagyobb ilyen szdm az 111 111 =63, igy 63 ilyen szdm yan.

b) Legnagyobb j6 az 555555, =6"-1, a legnagyobb rossz az 55 = 6°—1,
igy 6°—6% = 46 620 ilyen szam van.
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525. a) 11-es; b) 12-es; c¢) 10-es; d) 8-as.
526. a) Igaz, a kettes szamrendszerbeli alak mutatja.

b) Nem igaz, pl a 2 nem dllithato el6.

c) 3’ ~ 20000, igy a kb. 3° lehetSség koziil 2° j6, ennyiben szerepel csak

0és1. (2939~0026<3%)
527. 10127< 104 =20, < 10, < 101,.
528. a) 7 nagyobb 1 gyel; D) 10 0()() 000, a nagyobb 45-tel.
529. beg < cdy < alcy < dddg < abedg < acdb
530. A20. leirt szam az 1 + 19 ‘3= 58 =111 0102.
531. 1+2+3+...+20=210=11010010,.
532. a) 11011 100,; b) 11100000, ¢) 110110 110,; d) 1101101 100,.
533. a) 4134;; b) 10000,; c¢) 1301134 d) 30607g; e) 1101 101,;
) 100200,; g¢g) 14022,.
534. a) 2-es,a=1; 5-0s, (a; b) =(1;4)=(2;3)=(3;2)=(41)=(5;0);
7-es,a=3,b=1,c=4,

b) 12-es; 8-as; 4-es.
535. Mindharom helyes.
536. Az els6 nagyobb 1-gyel.
537. a) 1230; b) 1230,; c¢) 123005; d) 3535, e) 123123,
538. a) Négyjegyli; b) hatjegyt.
539. AzA4=1 vagy 2, mert ABC - A haromjegyl szam. 4 = 1 nem jO, mert
A - C D-re végzodik, és A =1 esetén C =D lenne. Igy A =2. EkkorB=4. B-C
C-re végzddik. A nyolcas szamrendszerbeli szorzétablat hasznalva innen
kideril, hogy ABC = 256 lehet csak.
540. qg) Pératlan, paratlan, paros, paros, paratlan, paros, paros, b) 2-es szam-
rendszerben a 0-ra végz6dbek, 4-esben a 0-ra vagy 2-re végzddbek, 3-asban és
5-0sben azok a szdmok, melyekben péros sok paratlan szdmjegy van.
541. 4210, 1357, 23210312 341 523,
542. a) xxyy, =8y + 392 x paros, igy 0 maradékot ad; b) xyxy,=350-x+50-y
szintén 0 maradékot ad; ¢) xxyy, = 8-y + 2793 - x, igy x-t6l fiigg a maradék. Ha
x paros akkor 0, ha paratlan akkor 1 maradékot ad.
543. aaabbs paros, igy 238. c) alapjan a is paros. Hasonl6an: b paratlan. Igy
aaabbb, pératlan.
544. Minden helyiérték paratlan szam, és paratlan sok paratlan szam Osszege
paratlan.
545. abab, = 30a + 10D, igy igaz.
546. a) 4-gyel, 2-vel; b) 6-tal, 3-mal, 2-vel; ¢) 3-mal.
547. 123020,; 221 200,. Négyes szdmrendszerben felirt szam pontosan akkor
oszthatd nyolccal, ha 00 -ra, vagy 20-ra végzddik.
548. Azalapszam nem lehet 5-tel, 6-tal, 3-mal és 2-vel oszthaté. Igy csak a 11
és a 7 lehet.
549. a) és b) A helyiértékek 9-cel és 3-mal osztva 1 maradékot adnak, igy a
szamjegyek alaki értékének 9-es és 3-as maradéka megegyezik a valodi értékiik
9-es és 3-as maradékéval.
¢) Hasonldan, de a 8-cal (4-gyel, 2-vel) oszthatésagot mutatja meg. A helyi-
értékek 9" alakuak. 9" minden pozitiv egész n-re 8-cal osztva 1 maradékot ad,
hiszen (@ — b) | a"—b".
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550. (7-1)|18.

551.4)0, 1, 2, 3; b) 1, 3; c) a hatvannégyesek helyén 0, 1, 2, ..., 7 tet-

szblegesen, az egyesek helyén 0 allhat csak; d) 0 vagy 3; e) a hétszazhuszonki-

lencesek helyén 0, 1, 2, ..., 8 tetsz6legesen, a kilencesek helyén 0, 3, 6 allhat

csak; f) 30250, 33252, 31254, g) az utols6 jegy lehet 36030, 36430,

36 830y, 36 133,, 36 533, 36 236,, 36 636, ; h) 313 520,.

552. A szamjegyosszeg €s a szam 7-es maradéka egyenld, igy a kiillonbségiik

7-tel oszthatd. Egy ilyen szdm szamjegyOsszege is 7-tel oszthatd. A masodik

szamjegyOsszegnél mar egyjegy(i 7-tel oszthat6 szamot kapunk.

553. Otos szamrendszerben igaz az: a), b), e), f). Hatos szamrendszerben igaz

az:a), c), d), g).

554. a) 2390 osztéi a 2, 5, 10, 239, ...; az 1 101 010, oszt6i az 10,, az 110 101,;
az 1 101 000, oszto6i az 10,, az 100,, az 1000,, az 1 101 100,, az 110 110,,
az 11 011,, ...; az 11 320, osztdi az 10,, az 1132,,...; a 45 400, osztoi az
10,, az 100, a 4540,, a 454, ...

b) 2302, osztéia 2, az 1121, ...; az 1253, osztdi a 3, a 255, ...; a 3714,
0sztli a 2, a 4y, az 17464, a 763, ...

c) 246, osztdja a2, a 123, ...; a 306, osztdja a 3,, az 102,,...;a 70 707,
osztéi a 7y, az 10 101,, ...; a 228 404, osztdi a 2, az 114202, ...

555. a) 10015 - xys = xy -xys, igy xys = 325; b) abab, : ab, =101,,igyn = 2,a és
b pedig tetsz6leges (n-nél kisebb természetes szam, a # 0).
556. Egy fejezet legyen n oldal hosszi. A konyv ekkor 17n + 1 oldalas.
Legyen n a kettes szimrendszerben felirva k-jegyli szdm. Egymds mellé {rva a
két szomszédos oldalszamot: 17n + 1-et kapunk. Ha n + 1 is k-jegy(i szam,
akkor az egymés mellé irt oldalszamok értéke: 17n+1=n-2"+(m+1)=
=n-(2°+ 1) + 1. Innen k = 4 adédik. Ekkor az n legnagyobb lehetséges értéke
n=1110,=14 (n = 1111,, nem lehet, mert ekkor »n + 1 mar Otjegyli szam
lenne), azaz a konyv ekkor 239 oldalas.

Ha az n + 1 mar k + 1 jegyl szam lett, akkor az azt jelenti, hogy 6 a legkisebb

pozitiv k + 1-jegy(i szam, azaz n + 1 = 2%, igy n = 2—1 volt. Egymas mellé frva

Oket: 17n + 1= (28—1) - 281 + 28 = 212K ‘masrészt 17n + 1 =17 (2*~1) + 1,

igy 2%*1—2F=17-(2*~1) + 1, ahonnan k=0, vagy k=3. Ha k =3, akkor

n =111, = 7. Akonyv ekkor 120 oldalas, £ = 0 nyilvin nem lehet. Tehét a konyv

legfeljebb 239 oldalas.

557.a=1,b=0,n=2.

558. a) Ha kettes szamrendszerben tekintjilk a szamokat, akkor a pozitiv
paratlan szamok sorozatat latjuk, azaz a szamok rendre 2-vel nének.
Folytatva: 1110, 1111, 10001, ... .

b) Ha harmas szdmrendszerben tekintjiik a szdmokat, akkor a kett6 po-
zitiv egész kitevGjli hatvdnyainak sorozatat latjuk, azaz a szamok
rendre dupldzddnak. Folytatva: 1012, 2101, 11 202, ...

c) A kettes és harmas szamrendszer valtja egymast a masodik szamtoél
kezdve, duplazunk, majd egyet hozzdadunk és a szamot felirjuk a
kettes, majd a harmas szamrendszerben is: 111111, 2100, 1 111 111, ...

559. 128+ 16a + 4b =53 + 125¢ + 5d, 75+ 16a + 4b = 125¢ + 5d, mivel

0<a<4é0=<b<4,igyc=1lehet csak, 16a +4b=50+5d,a=1ésa=2

kevés, igy a = 3, 4b = 2 + 5d, ahonnan b = 3, d = 2. Tehat 2330, = 1223..
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560. Nincsilyena, b, n szamharmas. Ugyanis abab, = ab, - 101,, igy az egyen-

letbdl 101, = ab, kovetkezik, ami nem lehetséges, mert 101, > ab,.

561. aaaa, =2000,,, a-(n’ +n*+n+1)=2000, a-(n+ 1) (n* + 1) = 2000.

A 2000 osztdi: 1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 25, 40, 50, 80, 100, 125, 200, 250, 400, 500,

1000, 2000. Ezek koziil n* + 1 alaki az 5, 10 és 50. Azn =2 és 3 nem j6,n =7

eseténa = 5.

562. a) 15, 10, 115, 100;, ... Tekintsiik ugy ezeket a szamokat, mint kettes
szamrendszerbeli szdmokat. A 20. leirt szam a 20,, = 10100,. Igy a 20.
leirt szdm az 10100,.

b) 1,3, 11, 13,31, 33,, 111, 113, 131, 133,, 311, 313,, 331,, 333, ...
2db egyjegyti, 4 db kétjegyl, 8 darab 3 jegyd, ..., 2" db n-jegyd leirt
szam van. 2 +4 + 8 + 16 + 32 + 64 = 126, igy a 126. leirt szdm a leg-
nagyobb leirt 6-jegyli szdm. Ez a szdm a 333 333,.

563 Otos Yagy hatos szdmrendszer. Mivel négyjegyi szamot kaptunk, igy
n*> 450 > n*~1, azaz 8 > n > 4. A 450 ebben a szamrendszerben 0-ra végzdd-
ne, igy oszthat6 a szdmrendszer alapszdmaval. 450 = 2-3%- 5%, A fenti interval-
lumba a 450 o0szt6ibdl csak az 5 €s a 6 esik. A 452 a hatos szdmrendszerben
2032, 6tos szamrendszerben pedig 3302..

564. Olyan B szamot keresilink, ami 8-cal osztva 3, 9-cel osztva pedig 4
maradékot ad. Ekkor B + 5 oszthat6 8-cal és 9-cel is. A legkisebb ilyen pozitiv
szam a 72, igy a keresett szam a 67.

565. a) Igaz, mert 112=(n+ 1)2— n*+2n+1=121,; b) azonossag, igy

n>3; c) igaz, mert 14641, =n*+4dn* + 60> +4n + 1= (n +1)'=((n+ 1)2)2
566. a) Minden n > 3 egész szamra; b) han + 1 négyzetszam, azaz n = k*—
alakd, ahol £ =3,4,5,...¢) a b) miatt p =k*—1, vagyisp=(k—1)- (k + 1)
ami nem lehetséges, mert p prim és k > 2.

567. A0,1,2,3,4 szam]egyeket hasznalhat]uk Az els6 jegy nem lehet 0. Igy
4-4-3-2-1= 96 1lyen szam van. Mivel paros sok (2 db) paratlan szamjegye
van mlndegylknek igy mind paros szam.

568. n’< 0 = g1 (n+ 1) =1, azazn’ <n’+2n, vagyisn’ <n +2,
ez csak n = 2-re 1gaz A legklsebb négyjegyl kettes szimrendszerbeli szam pont
j0: 1000, = 22;. Akovetkez8 mar haromjegy( lenne a harmas szamrendszerben.
Tgy Csak az 1000 = 8 lehetséges.

569. a) (n + 1)2 igy nincsen ilyen 7; b) (n* + 1), igy nincsen ilyen n;

c) (n*+n+ 1)(Z —n + 1), igy nincsen ilyen n; d) 10, - 10101, igy nincsen ilyen
n; e) (n+ 1)*(n* + 1), igy nincsen ilyen n; f)n =35, 6, 7 ., 39-re prim , 40-re nem,

570. a) Nincsen, mert mindegyik paros. b) nincsen, mert a szamjegyosszeg

mindegyikben 21, igy mindegyik szdm oszthat6 3-mal. (Lasd 245!)

571. Nem, mert a 11, tobbszordse.

572. a) A kérdéses szamot jeloljiik n-nel. Vegyiink n db ,,csupaegy” szamot:
1;, 11;, 1115, ..., 11...111,. Ha valamelyiknek osztdja az eredeti szam,
akkor készen vagyunk, ha nincs ilyen, akkor biztosan van kozottiik
kettd olyan, amelyik ugyanannyi maradékot ad n-nel osztva. Ezek
kiilonbsége n-nel oszthat6 és 111...10...0 alakd, tehat megfeleld;

b) lasd a) csak a 23, 225, 2225, ..., 222...22; szamokkal;
¢) nem, pl. a 10, szdm minden tobbszorose 0-ra végzodik!
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573. Nincs ilyen szdm. Az n db 1-esbdl all6 11...11,=2"—1, ekkor a k db

egyesbdl allo 111...11,,=2"—1 lenne, azaz 11...112,,=2". Egy tizes szam-

rendszerbeli szdm pontosan akkor oszthatd 16-tal, ha az utolso 4 jegyébdl allo

négyjegyl szam oszthatd 16-tal. A 1112 16-tal nem oszthatd, de n > 3-ra a 2" vi-

szont oszthat6 16-tal, igy a két szadm egyenl6 nem lehet.

n <3esetén:a 2,a 12, a 112, a kettes szdmrendszerben nem ,,csupaegy” szam.

574. a) Nem igaz, a paros szdmoknak nincs. b) Igaz. A kérdéses pératlan

szamot jeldljiik n-nel (n > 1). Vegyiink n db ,,csupaegy” szamot: 1,, 11,, 111,, ...,

11...111,. Ha valamelyiknek oszt6ja az eredeti szam, akkor készen vagyunk, ha

nincs ilyen, akkor biztosan van kozottiik ketté olyan, amelyik ugyanannyi ma-

radékot ad n-nel osztva. Ezek kiilonbsége n-nel oszthato és 111...10...0, alaku.

De ekkor a szam végén 1évS k db 0 jegy miatt 111...10...0, = 111 ...11,- 2,

melybdl a masodik tényezd nem oszthatd n-nel, hiszen az paratlan, igy az elsd

»csupaegy” tényezd tobbszordse az n-nek.

575. a) Igen, pl. az 11111, =121. b) Nincs ilyen szdm. 111...111, 4-gyel

osztva 3 maradékot ad, de egy paratlan négyzetszam 4-gyel osztva 1 maradékot

ad.

576. a) 1320, =n’ +3n*+2n=n-(n + 1) - (n + 2), hirom szomszédos egész
szam kozott mindig van 3-mal oszthatd és van 2-vel oszthatd, igy a
szorzatuk 6-tal oszthato.

b) 100040, — 5000, =n’ + 4n — 5n° =n - (n*— 5n* + 4) =
=n-(n*-1)-W*—H=n-(n—1)-(n+1)-n—2)-(n+2)=
=(m—2)-(n—1)-n-(n+1)-(n+2). Ot szomszédos egész kozott
mindig van 5-tel oszthato, 4-gyel oszthatd, 3-mal oszthatd, és egy 2-
vel oszthaté (a 4-gyel oszthat6tél kiilonbozs). Igy a szorzatuk
5-4-3-2 =120-szal oszthato.

577. abcy=cba,, 1<a< 6,1<c=< 6,0=b<=6.

8la +9b +c =49c + 7b + a, azaz 80a + 2b = 48c, ahonnan b = 8- (3¢ — 5a) < §,

3¢ = 5a, azaz b = 0. Mivel 3|a és 5|c, igy a = 3, ¢ =5 lehet csak. Tehdt a szdm

csak a 305, lehet.

578. A felirt szamokat feleltessiik meg a 9-es szamrendszer szamainak, még-

pedig az alabbi atirdssal: 2 helyett irjunk 1-et, 3-helyett 2-t, ..., 9 helyett 8-at, a

0 maradjon 0.

Ekkor aszémsor: 1,2, 3,4,5,6,7,8, 10, 11, 12, 13, ...18, ... A2004. pozitiv egész

szam a 2004: 2004,, = 2666,, ezt a szdmot pedig a 3777-b6l kaptuk. Igy a 2004

helyett a 3777-et irjak 1. Kdzmér birodalmaban.

579. Legyen: bbbb, = (aa,)’,b- (n* +n*+n+1)=a*- (n + 1), azaz

b-(n+1)-(n*+1)=a* (n+1)% osztva (n + 1)-gyel b- (n* + 1) =a*- (n + 1),

ahonnan b-(n+1)-(n—1)+2b=a*-(n+1); n+1|2b, de b<n, vagyis

2b < 2n, igy csak n + 1 = 2b lehetséges. b = (n + 1)/2.

(n+1)2-(n+1)(n—1)+n+1=a*@n+ 1), ahonnan (n+ 1)(n — )2+ 1=d’,

azaz n* + 1= 24>

Végtelen sok megoldasa van . Pl.n =7,a =5, b = 4 esetén 4444, = (55,).
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580. n’+n*—30n=n(n—>5)(n+6). Ha ennek a szamnak pontosan 8 osztéja
van, akkor primtényez6s alakja p’, p-q° vagy p-q-r*.

nn—>5)n+6)=p’

lehetetlen, hiszen n —5 és n+ 6 egyike paros, a masik paratlan, igy p’-nek
paros és paratlan primosztdjanak is kellene lennie.

Ha n(n—5)(n+6)=p-q°, akkor csak n(n —5)(n+ 6)=p-q-q* lehetsé-
ges. Ekkor vagy p a legnagyobb vagy ¢* a legnagyobb, igy

g*—q—5=0, vagy q*—q—6=0, vagy ¢°—q—11=0

adodik, de egyik esetben sem kapunk megoldast.

Ha n(n—5)(n+6)=p-q r, akkor n—5 -nek parosnak kell lennie, azaz
n=7 é n+6=13. Tehat a feltételeknek eleget tevd egyetlen szdm:
A=2-7-13=182.
P’a+ps’ _p+q
p'a—qa’p P4
=p(k—1). ' ‘
Mivel (p; q) =1, ezért p osztdja k + 1-nek, g osztdja k — 1-nek, azaz

581.

=k, azaz p +q =kp — kq, ahonnan ¢ (k+1)=

k+1=rp ésk—1=sq, tehat qrp=psq vagyis r=s.

Ezek szerint k=rp—1=sq+ 1, ahonnan r(p—q)=2. Igy csak r=1 és
p — q = 2 lehetséges. Ezek szerint p és g ikerprimek és

qg+2+q

—g+1=k
gi2-q 4 :

tehat k éppen a kozottiik levd egész szam, vagyis oszthatd 6-tal.
582. Elegend6 megmutatni, hogy a kapott szdm 3-mal oszthat6. 2" utolsé
jegye 2, 4, 6 vagy 8. Ha az utolso6 jegy 6, akkor készen vagyunk.

Ha az utols6 jegy 2, akkor n =4k + 1, igy azt kell megmutatni, hogy
24k+1_

10 oszthat6 3-mal.

2%+1_ 9 2-165—2  2-(16F—1)
2 =2 = .
10 10 5

Mivel 16* — 1 oszthat6 15-tel, igy oszthaté 3-mal.

Ha 2" utolsé jegye 4 vagy 8, hasonl6 médon bizonyithatjuk az allitast.

583. (10k +9)*— (10n + 9)*= 20 (k —n)[5(k + n) + 9], tehat a kiilonbség
20-szal oszthatd. Ha k és n egyszerre paros vagy paratlan, akkor k —n paros,
tehat készen vagyunk. Ha k és n egyike paros, a méasik paratlan, akkor k£ +n
paratlan, igy 5 (k + n) + 9 paros.

2
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584. pg’+piq=pq (p2+ qz). Ha ennek a szdmnak 12 osztdja van, akkor
csak p-q-r* alaki lehet primtényez&s felbontédsa, azaz p*+ ¢*=r?, ahonnan

p*=0+q)(r—q).

Ez csak ugy lehetséges, ha r— g =1, azaz r=3, g =2, és ekkor r+¢g =5.

Mivel az 5 nem négyzetszam, igy nincsenek a feltételeknek megfeleld primek.
585. Ha a letakar6 négyzet bal fels6 sarkdban levs szdm n, akkor a letakart
szamok Osszege 4n + 18.

a) Ez akkor és csak akkor oszthat6 3-mal, ha n oszthatdé 3-mal. Figyelembe
véve, hogy 1 <n <55 és n nem lehet 8-cal oszthatd, igy 0sszesen 16 esetben
lesz a letakart szamok Osszege 3-mal oszthato.

b) A letakart szamok Osszege nem lehet négyzetszam, mert paros, de nem
oszthato 4-gyel.

586. Azt mutatjuk meg, hogy négyzetszam nem végzédhet 99-re. Ha ugyanis
a® utols6 két jegye ... 99, akkor a paratlan, és paratlan szdm négyzete 4-gyel
osztva 1 maradékot adhat csak. A 99 4-es maradéka pedig 3.

587. (n+k)(n—k)=2-111....11 nem lehetséges. Ugyanis a jobb oldal
oszthatd 2-vel, de 4-gyel nem, mig a bal oldal vagy paratlan (ha n és k paritasa
kiilonboz0), vagy 4-gyel is oszthat6 (ha n és k egyszerre paros vagy pératlan?.
588. Irjuk ki részletesen a megadott egyenlSséget: 20n + 2k — 11 = n’+ k°.
Abal oldal maximalis értéke 187, ezért n és k legfeljebb 5 lehet. Ezek szerint n-
re és k-ra az alabbi értékek adédhatnak valamilyen sorrendben:

52, 43, 41, 3;2, 2; 1

Az egyes eseteket vizsﬁgélva az egyediili megoldas: n=2, k=3.

589. n’+n*+1=n"+n*+n’-n’+1= %n2+ n+ 1)(n3—n + 1). Ha ez a
szam prim, akkor csak n*—n+1=1 és n*+n+ 1 =p prim lehet. Innen az
egyediili megoldas: n = 1.

590. Ha az eredeti szam 10"+ K, akkor 3-(10"+ K) = 10K + 1, ahonnan

3-10"—=1=7K. A bal oldalon egy n + 1 jegyl szam szerepel, melynek els
jegye 2, az dsszes tobbi jegye 9. Kérdés, melyik a legkisebb ilyen szam, amelyik
7-tel oszthato. Ez a 299999, igy a kergsett szam: 142 857.

591. A feltételek alapjan (10b +a) — (10a + b) =911 (b —a)(a + b) = k?,
azaz szikséges, hogy 11 - (b — a)(a + b) négyzetszam legyen. Ez csak akkor tel-
jesiil, ha a +b =11 és b —a egyjegyl négyzetszam. Kapjuk: a =5, b =6.
65%— 56°= 33°.

592. Anégyzetgyok alatt négyzetszdmnak kell szerepelnie:

x4 172+ 60 = k2,

ahonnan

+——k|=—
T 4"
(2x2+ 17 + 2k) - (2> + 17 — 2k) = 49.
A 49 szorzatté alakitasa utan kapjuk, hogy csak x ==+ 2 lehetséges, igy a kere-
sett pontok:
(2;12), (=2;12).

2+17+k
T

17 ] 49
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593. A feltételek szerint a’+ a*+ ab + c =a’ és b*+ ab*+ b*+ ¢ = b>. Akét
egyenletet kivonva egymasbol azt kapjuk: a*+ ab + b = 0, ahonnan

a’ a2—1+1_ a’—1 1 1

=— =-— - =—(@a—1)— .
a+1 a+1 a+1 a+1 @ ) a+1

Ez csak akkor lesz egész, ha a =—2 (a #0). Ezzel b =4 és c = 16.
594. Vizsgiljuk 4ltaldban az n"* '+ (n + 1)" osszeget n(n + 1)-gyel val6
oszthatdsag szempontjabol.

n"tl=n-n"=n-[a+1)—1"=N-(n+ 1)+ (- 1)".
m+1D)'=@+1D)M-n+1""H=M-n-(n+1)+n+ 1.
Ezek szerint — mivel n = 2005 paratlan —:

"l m+1)'=n@+ D)(N+M)+1,

vagyis az osztasi maradék 1.
595. Irjuk fel 9 tetsz6leges egymas utani egész szam négyzetének Osszegét:

a,=n*=n?, a,=m+1)*=n’+2n+1,
a,= (n+2)*=n*+4n+4, a,=@m+3)Y=n*+6n+9,
as=(n+4)*=n*+ 8n + 16, ag= (n+5)*=n*+ 10n + 25,
a,= (n+ 6)*=n’+ 12n + 36, ag= (n+ 7)*=n*+ 14n + 49,

ay=(n+ 8)*=n*+ 16n + 64.
Azt vehetjiik észre a,+ a,+ ag=a,+ a,+ a,= ay+ as+ a,+ 18. Ennek megfele-
16en az alabbi csoportokat alakithatjuk ki:

124 62+ 82+ 107+ 152+ 177+ 217+ 232+ 257 = 2310,

224424 924 1224 142+ 167+ 202+ 222+ 277 = 2310,

3%+ 5%+ 77+ 117+ 137+ 18°+ 197+ 247+ 26 = 2310.

596. A feltételek szerint (b — d)*+ b*= (b + d)?, ahol b a kdzépsé kocka éle.

s

Feltehetjiik, hogy (b; d)=1, ellenkezd esetben mindkét oldalt egyszertisithetjiik
a legnagyobb kozos 0szté kobével. Az egyenl6ségbdl b*(b — 6d) = 2d° adédik.
Ha b péros, akkor a bal oldal oszthat6 8-cal, igy d-nek is parosnak kell lennie,
ami (b; d)=1 miatt lehetetlen. Ha b paratlan, akkor b — 64 is paratlan, igy a
bal oldal paratlan, de a jobb oldal péros.

597. ¥ =10n + k és Jab = 10k + n. Az els6 egyenletbdl a-t kifejezve és
a masodik egyenletbe helyettesitve ezt kapjuk:

b*—2b(10n + k) + (10k + n)*= 0.

Sziikséges, hogy ennek az egyenletnek a diszkrimindnsa négyzetszam legyen:
4(10n + k)*— 4(10k + n)>*=s*, ahonnan 11 (n +k)(n —k)=r".

Innen — ahogyan azt a 287. feladatban is lattuk —: n = 65, k = 56, tehat

a+b

;=65 & Jab =56.

Az egyenletrendszer megoldasa a keresett két szam: 98 és 32.
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598. 444..4=4-111...1. Mivel a 4 négyzetszam, igy elegend6 megmutatni,
hogy az 1-en kiviil nem létezik olyan négyzetszam, melynek minden szamjegye
1. Az ilyen szdm 4-gyel osztva 3 maradékot ad, de paratlan négyzetszdm 4-es
maradéka csak 1 lehet. Tehat az egyetlen 444...4 alaki négyzetszam a 4.

599. aabb =1100a + 116 = 11(100a + b). Ha ez négyzetszdm, akkor
100a + b-nek, azaz a + b-nek 11-gyel oszthaténak kell lennie. A négyzetszdmok
lehetséges végz&dései miatt b lehetséges értékei: 0, 1, 4, 5, 6 vagy 9, igy az alabbi
esetek lehetnek csak:

2299, 5566, 6655, 7744.

Ezek kozill csak az utolsd négyzetszdm, igy az egyediilli megoldas:
aabb = 7744 = 88>

600. Legyen (a;c)=n, azaz a = np, ¢ = nq, ahol (p, g) =1. Ekkor npb = nqd,
azaz pb = qd, ahonnan p oszt6ja d-nek, vagyis d = pd,. Ezek szerint pb = gpd,,
ahonnan b = gd,. Tehét

a?+ b*+ F+ d*=n* p*+ ¢ di + n* ¢*+ prdi= P+ ¢F)(nP+ d}).

Mivel p, g, n és d, mindegyike pozitiv egész, ezért ez nyilvan nem lehet prim.
601. A feltételekbdl kovetkezik, hogy csak a =1 és d < 3 lehetséges. Ezek
szerint

(10 + b)*=100 + 20b + b*= 100 + 10c + d és
(105 + 1)*= 100b>+ 20b + 1 = 100d + 10c + 1.

Innen b*= d, vagyis d értéke csak 1, 4 vagy 9 lehet. Ennek megfelelGen a kere-
sett szamok:

112=121, vagy 12*=144 és 21*=441, vagy 132=169 és 31°=961.

602. Egy paratlan szam négyzete: (2n+ 1)°=4n’>+4n+1=4n(n+1)+ 1.
Lathat6, hogy 8-cal osztva 1 maradékot ad.

Ha x{+x;+ X3+ ... + X3, = X35, és mind a 222 szdm pdratlan lenne, akkor a

jobb oldal 8-cal osztva 1 maradékot adna, mig a bal oldal 5-t, ami lehetetlen.
603. A feltételek szerint

Qn+8)-9
S=n+n+1+n+2+...+n+8=f=(n+4)-9,
2k +9)-10
S=ktk+tl+k+2+. . +k+9="—"""=(k+9)5,
@r+10)- 11
S=rarlare2+ r+l0="——""=(+5) 1L

Mivel [5; 9; 11]=495, igy n = 51, k = 45, r=40.
A legkisebb ilyen szam tehat a 495 és az dsszegek:

51+ 52 453 + 54 + 55 + 56 + 57 + 58 + 59 = 495,
45 + 46 + 47 + 48 + 49 + 50 + 51 + 52 + 53 + 54 = 495,
40 + 41 + 42 + 43 + 44 + 45 + 46 + 47 + 48 + 49 + 50 = 495.
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604. Két eset lehetséges:

Els6 esetben: 3(YX-XY)=XQY)Y - YX,

ahonnan 8Y = 63X . Ennek nyilvin nincs sz6- 0% V% XeUY
ba johetd megoldasa. 1. —t } f
A mdsodik esetben: 3(YX +XY)=XQY)Y — >

=YX, ahonnan Y=3X. De Y <5, igy csak

Y =3 és X =1 lehetséges. Tehat a kerékpa-
ros sebessége 44 km/h. 2.
605. k=p*+s*+1, n=7, tehat p*+s*+
+13 = primszdm. Mivel barmely primszam
negyedik hatvanya 3-mal osztva 1 maradékot ad, ezért az egyenl8ség csak ugy
teljesiilhet, ha p és s valamelyike 3. De z <s <p miatt csak s =3 és igy csak
z =2 lehetséges. Ekkor p*+ 94 = = prim. Mivel barmely p > 5 prim negyedik
hatvénya 1-re végzddik, ezért csak p = 5 johet szoba, és 5+ 94 = 719 val6ban
primszam. Tehat a dobozban levd golyok szama: 625 + 81 + 16 = 722.

606. A kozos nevezdvel vald szorzas utan bc + 9c — 10b = 0 alakra jutunk,
melybdl azt kapjuk: (b + 9)(10 —¢) = 90. Innen csak a 90=5-18=6-15=
=910 szorzatok johetnek szoba. Ekkor ¢ =5, b =9 vagy c =4, b =6.

1999..99 1 1666...66 1
999..995 5 8 666,664 4

607. Azon sorszamu labfejeket nem kell lecserélni, melyek osztdinak a szdma
12-nek tobbszordse. Keressiik az ilyen 100-ndl nem nagyobb szamokat. Egy
ilyen szam primtényezds alakja: p'', vagy p-q°, vagy p* q°,vagy p-q-r>.
Els6 esetben nem kapunk megoldast. A masodik esetben, figyelembe véve a
lehetd legkisebb primeket, 96-t kaphatunk csak. A harmadik esetben csak a 72
adodik. A negyedik esetben a megoldasok: 60, 84 és 90.

608. 4-abcd = dcba vagy 9 - abcd = dcba. Figyelembe véve a négyzetszimok
végzOdéseit és azt, hogy a <3 kell legyen, ezért csak a = 1 lehet, és igy csak
9-1bcd = dcbl adodhat. Innen d=9 és b <2. De b=1-re nem adédik
megoldas, ezért csak b =0 lehet, ahonnan ¢=8. A keresett szdm: 1089;
9-1089 = (3-33)*=9801.

Tehat a keresett szamok:

609. 100a + 10b + ¢ = a®+ b3+ > és 100a + 10b + ¢ + 1 = a®+ b3+ (c + 1)°.

(Az konnyen belathatd, hogy ¢ #9.) A két egyenlet kiilonbségébdl

(c +1)’=c3= 1, ahonnan ¢ = 0 adédik. fgy 100a + 106 = 10 (10a + b) = a*+ b°.
Vizsgalva a természetes szdmok kobeinek végzddéseit, az
1+9,2+8,3+7,4+6, 5+ 5 esetek johetnek szoba.

Ha a = b = 5, akkor 110a = 24°, ahonnan a’*= 55 nem megoldés. A tobbi esetet
is megvizsgalva arra jutunk, hogy egyetlen esetben adddik csak megoldés, ha
a és b egyike 3, a masik pedig 7: 3°+ 7°=370 = 10 - 37. A keresett szdm:

370 =3°+7° ésekkor 371 =3+7°+1°.
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610. Ha k paros: 4"+ 9". Ennek utols6 szamjegye paratlan n-re 3, paros n-re
7. De ezek egyikére sem végz&dhet négyzetszam.
Ha k paratlan

M43 1=02.4"+3.9"=2-(3+1)"+3-9".

A kapott kéttagi Osszeg masodik tagja oszthaté 3-mal, az els6 pedig 3-mal
osztva 2 maradékot ad, igy az 0sszeg harmas maradéka 2, de egy 3-mal nem
oszthatd négyzetszdm 3-mal osztva csak 1 maradékot adhat.
A 7%+ 8F esetében hasonléan jarhatunk el.
611. a) (n— 1)2+ n*+(n+ 1)2= 3n°+ 2. Egy négyzetszam 3-mal osztva csak
0 vagy 1 magadékot adhat. 5
by n*+(n+ 1)+ (n+2)"+(n+3)"=4n*+ 12n + 14. A Kkapott ered-
mény péros, de 4-gyel nem oszthatd.
Q) (n=2+(n =1+ n’+(n+ 1)+ (n+2) =52+ 10 = 5>+ 2).
Ekkor n®+ 2-nek 5-tel oszthatonak kell lennie, vagyis n*-nek 3-ra
vagy 0O-ra kell végz6dnie. De sem 3-ra, sem 0-ra nem végzOdik
négyzetszam.
d) (n—2*+ (n—1)*+n*+ (n+1)°+ (n+2)°+ (n + 3)*=
=6n’+ 6n+19=6n(n+ 1)+ 19. Ennek els6 tagja oszthaté 4-gyel
(n és n+1 valamelyike paros), igy az Osszeg 4-gyel osztva 3
maradékot ad. De négyzetszam 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot
adhat.
e)(n—3Y+n—-2)+mn— 1) +n*+ @+ 1)+ @n+2)>*+
+(n+3)*= =7n*+28. Ha n paratlan, akkor n* 4-gyel osztva 1
maradékot ad, igy az Osszeg 4-gyel osztva 3 maradékot ad, de
négyzetszdm 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot adhat. Ha n
paros, n = 2k, akkor 28 (k*+ 1) =47 (k*+ 1), igy k*+ 1-nek 7-tel
oszthatonak kell lennie. De négyzetszam 7-tel osztva csak 0, 1, 2 vagy
4 maradékot adhat.
612. A definialt mtvelettel: 2(xy+x+y+1)+2+xy+x+y+1+1=2004,
ahonnan xy+x +y = 666, azaz (x + 1)(y + 1) =23 -29. Innen

x=22, y=28, wvagy x=28, vagy y=22.

613. a) A kobszam csak paratlan lehet: 4p + 1 = (2k + 1)°, ahonnan 2p =
=k(4k2+ 6k + 3). Ezek szerint vagy k = 1 és 4k*+ 6k + 3 = 2p vagy
k=2 és 4k*+ 6k + 3 =p. EI6bbi esetben nem kapunk megoldast,
utébbi esetben p =31.4-31 +1=125=5%

b) Az el6z6 megoldas gondolatmenetét kovetve arra jutunk, hogy nincs
ilyen primszam.

c) Az el6bbi esetekben kozolt gondolatmenet alapjan: p = 241.
14-241 +1=3375=15".

614. A kérdéses szam nem lehet egyjegyli, kétjegyd, illetve 6t- vagy annal

tobb jegyl. Ha a legnagyobb ilyen tulajdonsdgt szdm abcd négyjegyti, akkor

ab=a+b+c+d,ahonnan 10a +b=a +b +c+d, azaz 9a =c + d. Ekkor
a<?2.Ha a=2, akkor ¢ =d =9. Mivel b-t tetszblegesen valaszthatjuk meg,

ezért a legnagyobb ilyen tulajdonsaga szam a 2999.
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615. A megadott szamokat részletesen kiirva és dsszeadva azt kapjuk:
302220a + 31113b = 7-43174a + 2a + 7 - 4444b + 5b.

Ez akkor és csak akkor lesz 7-tel oszthatd, ha 2a + 5b, azaz 2a — 2b =2 (a — b),
tehat a — b (vagy b — a) oszthat6 7-tel. Innen a=9,b=2vagya=8,b=1
vagya=7,b=0vagya=2,b=9vagya=1,b=38.

616. Legyen a;'+aj+ aj=ay+ ai+ a;. Ha mindkét oldal paros, akkor mind-
két oldalon a pératlanok szdma 0 vagy paros, igy a hat szdm koziil a paratlanok
szama paros, tehat az 6sszeg nem lehet prim. Ha mindkét oldal paratlan, akkor
mindkét oldalon a paratlanok szama paratlan, igy a hat szam kozott a parat-
lanok szdma ismét paros, tehat az 6sszeg ekkor sem lehet prim.

617. Legyen a az 4gak szdma. Ekkor a szaloncukrok szdma a*. D&lés utan
a — 2 aga maradt a fanak. Ha minden 4grdl ¢ db cukrot csent el Andris,
akkor a fan maradt cukrok szama: (a —2)(a —c). A feltételek szerint
a*=2(a —2)(a — c), ahonnan

a*—=2Q2+c)a+4c=0.

Ez utébbi egyenletnek csak akkor lehet a-ra nézve egész megoldésa, ha a diszkri-
mindnsa négyzetszam: 4 (2 + ¢)*— 16¢ = k?, ahonnan (2 + ¢)*— 4c = ¢*+ 4 = r?
vagyis r*—c*=4,azaz (r—c)(r+ c) = 4. Bz utébbinak csak az r=2,c=0a
széba johetd megoldasa, ami érdektelen, vagyis Katinak volt igaza.

618. Ahhoz, hogy minden szinbdl legyen a kivett golyok kozott, legkevesebb
(p —1)g + 1 darabot kell kivenniink; ahhoz, hogy valamely szinb&l minden
goly6t kivegyiink legkevesebb (¢ — 1) p + 1 darabot kell kivenniink. A feltéte-
lek szerint

qp—-1)+1+17=p@—-1)+1, ahonnan ¢q-p=17.

De ha két prim kiilonbsége 17, akkor csak p =2 és igy ¢ =19 lehet. Ezek
valéban primek, igy a dobozban levé golyok szama: 38.

619. Nincs a feltételeknek eleget tevd n. Ugyanis 2% *2— 2 utols6 szdmje-
gye minden n-re 2. De harom egymast kovetd pozitiv egész szdm szorzatdnak
utolso6 szamjegye csak 0, 4 vagy 6 lehet.

620. p"+ 1=k’ Hap paros, akkor k pératlan, vagyis 2"= 4r (r+ 1). Ez csak
ugy teljesiilhet, ha r=1, ahonnan n = 3. Ha p paratlan, akkor k = 2r paros,
vagyis p?=(2r+1)(2r—1). Legyen 2r—1=p’, ekkor 2r+ 1=p* "', tehat
2=p/(p"~ ¥~ 1). Ez csak tigy lehet, hogy p'= 1, azaz i = 0, és ezzel p"—1=2,
azaz p =3 és n = 1. A feltételeknek tehat két primszam felel meg: p =2 és
n=3 (2°+1=3%),valamint p=3ésn=1(3"+1=2?%).

621. Ha p*+ g* primszam, akkor p és g valamelyike paros; legyen p = 2.
Ekkor 47+ g¢*=primszdm. Mivel g pératlan, ezért 49 utols6 szamjegye 4.
A pératlan primek negyedik hatvanyai 1-re végzddnek, igy 47+ g¢* utolso
szamjegye 5, vagyis nem lehet prim. Hatra van még a g =135 eset: ekkor
4°+ 5*=1649 = 17-97, tehat ez sem prim.

622. A megadott kifejezés akkor és csak akkor egész, ha 7./abcd = n*. De
négyjegy(i szdm négyzetgyoke csak kétjegyl lehet, igy /abcd =Xy és 7-Xy=n".
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Ezek szerint Xy= 7r%, ahol csak r=3 vagy r=2 lehet. Ha r=2, akkor
Xy = 28, igy ekkor abcd = 28%= 784, ami nem lehetséges, hiszen ez a szam csak
haromjegyti. Ha r= 3, akkor Xy = 63, ahonnan abcd = 63*= 3969, ami megfe-
lel a feltételeknek.

623. Egy 5-nél nagyobb prim utolsé szamjegye csak 4-féle lehet. Az ezt
megel6z6 szamjegyek 10-féleképpen alakulhatnak. Igy véve egy ilyen prim
10+ 1 db hatvanyat, kell lenni kozottiik két olyannak, melyek utolsé 2005 db
szamjegye rendre megegyezik. Legyenek ezek p* és p” (k >r). Ekkor tehat
pk=p'=p" (" "= 1)=K 10%%. Mivel 10**® oszt6ja a bal oldali szorzatnak,
de pF-nal relativ prim, ezért osztéja p* ~"— 1-nek, azaz p* "= N-10"%+ 1.
Ennek a szdmnak az utols6 2005 db szamjegye pedig éppen a kivant alaku.



