|. Matematikai logika

Logikai feladatok

1. a) igaz; b) hamis (pl. 24); ¢) igaz (pl. -1 és+1); d) igaz; e) igaz; f) hamis.

2. Csak a B allitas lehet hamis, hiszen ha az igaz volna, akkor valamennyi
masik is igaz volna. Igy a négyszdg rombusz.

3. a) Balazs b) Csaba

4. Mivel négyen usztak paratlan szdamu palyan, ezért nem lehet a harom
paros helyezést elosztani koztiik.

5. Viltozik, mert a szél sebességcsokkent6 hatdsa hosszabb ideig érvényesiil,
mint a sebességnoveld hatés.

6. Igaz.

7. Igen. Aki megszoélalt, nem lehet 10kotS, mert akkor igaz lenne, amit mon-
dott, de tudjuk, hogy mindig hazudik. Tehat & lovag, és ezért igazat mondott,
igy tarsa 16koto.

8. Bizony nagyon almosak lehettiink, mert ez a két mondat igy nem hangoz-
hatott el. Ugyanis az A4 4llitas csak akkor hamis, ha mindketten lovagok, akkor
azonban nem mondhatta, hogy legaldbb az egyikiink 16ko6ts. Ha viszont 4 iga-
zat mondott, akkor 8 lovag, tehat akkor B sziikségképpen 10k6t6. Ebben az
esetben viszont igaz, hogy kiilonboz6 tipushoz tartoznak, vagyis ez az allitas
igaz, és igy is ellentmondasra jutottunk.

9. A harmadik lakos mindenképpen igazmonddé. Az els§ lakos biztos hazu-
dos, ezért a masodik ha igazat mond, akkor a harmadik lakos is lovag, ha vi-
szont 16kotd, akkor is — mivel mindhdrman nem lehetnek 16k6tSk — lovag a har-
madik.

10. Az 6t valaszbol pontosan egy lehet igaz, mivel barmely két valasz egymast
kizarja. Egy valasznak azonban igaznak kell lennie, mert ha mind hamis, akkor
5 lovag lehetne csak a tarsasdgban, de akkor mindenkinek igazat kellene mon-
dania. Ezért egy lovag volt kozottik.

11. Ha mindenki 16k6t8 lenne, akkor mindenki igazat mondana, ezért kell
lennie legalabb egy lovagnak. Vélasszunk ki egy lovagot. Onmagan és két szom-
szédjan kiviil mindenki 16kots, tehat legfeljebb 3 lovag lehet. Ha 3 lenne, akkor
ez a harom szomszédos lenne. A sz€ls6k nem szomszédok, mégsem 10k6tok, te-
hat ellentmondasba titkoztiink, igy legfeljebb 2 lovag lehet. Ha csak egy lenne,
akkor a szomszédja 16kotd lenne, mégis igaz lenne allitasa, igy egy lovag nem
lehet. Tehat csak 2 lovag lehet. Ekkor a két lovagnak igaz az allitasa, a 16kotok-
nek pedig mindig van veliik nem szomszédos lovag, igy az ¢k allitdsa hamis.
Tehat 2 lovag 1il az asztalnal.

12. Mivel az utolsé allitas biztosan igaz, igy van kozottiik lovag. Ha pontosan
k lovag van, akkor igaz a k-adik, k+1-edik, ... utols¢ allités, az els6 k—1 pedig
hamis. Ezért 4 lovag és 3 16ko6tS van a szobdban.
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13. Fogalmunk sincs. Ugyanis ha pontosan k igazmondd van koztiik, akkor az
els6 k valasz igaz, az azutin kovetkezd vélaszok hamisak, és ez lehetséges is
minden k-ra 0 <k <7 esetén.
14. Ebben az esetben a valaszok kizarjak egymast, most csak az elsd lehet igaz,
vagy az sem, igy a szobaban 0 vagy 1 lovag van.
15. Ha a februdr nincs a honapok kozott, akkor harom egymast kovets honap-
ban 91 (szeptember—oktoéber—november) vagy 92 nap (pl. junius—julius—augusz-
tus) van. 91 nap viszont pontosan 13 hét, amelyben 13 vasarnapnak kell lennie,
és ez ellentmond a feladat feltételeinek. Ha a harom hoénap februdr, méarcius és
aprilis, akkor ebben a harom honapban még szok&évben is csak 90 nap van,
tehat ha februdr 1. hétfs, akkor lehet, hogy mindhdrom hénapban csak 4 vasar-
nap volt.
16. Az A és az E allitas egyszerre igaz vagy hamis, hiszen ugyanazt allitja. Ha
tehat mindkét allitds hamis akkor a kép az eziistliddban van. Ekkor azonban a
harmadik allitas is hamis, ami a feltételek szerint nem lehet. Ha mindkét allitas
igaz, akkor a harmadik hamis, tehat a kép az aranyladdban van, azt kell valasztani.
17. A péros szdmot és a maganhangzdt abrazolo kartydkat, tehat az els6t és a
harmadikat.
18. Ha mindenki paros szamu levelet kiildott, akkor nem érkezhetett 6sszesen
paratlan sok, 19 -3 = 57 levél dsszesen a cimzettekhez.
19. a) Minden héten van olyan lottészelvényem, amin nincs taldlat.

b) Van olyan asszony, aki életének minden pillanatdban csak olyat akar

tenni, amit szabad.
¢) Van olyan év, hogy minden tantargybol van olyan 6ra, amire nem ké-
sziiltem fel.

20. Marcsa: 5, Ancsa: 4, Julcsa: 3, Borcsa: 2.
21. Konnyen lathatd, hogy j6 megoldds, ha 4 és B biinos és C 4rtatlan. Logi-
kailag azonban megoldas az is, hogy mindhdrman artatlanok.
22. Az elso feltétel szerint Edit tanul olaszul, Marti nem lakik Budan, tehat
nem tanul németiil, ezért csak spanyolul tanulhat. Tehat Zso6fi tanul németiil,
€s igy O lakik Budan. A budakeszi lany nem tanul spanyolul, ezért Edit lakik
Budakeszin és Marti Pesten.
23. Mindkét kérdés azokra vonatkozik, aki futnak is és teniszeznek is. Ez a két
halmaz metszete. Az a) kérdésben a metszethalmaz legjobb futdja nem feltét-
len azonos a metszethalmaz legjobb teniszezdjével, mig a b) kérdés mindkét fe-
le a metszethalmaz legfiatalabbjara vonatkozik, tehat ott azonos személyre.
24. Nem. Legyen pl. az A halmaz a paros, a B halmaz a paratlan szamok hal-
maza. Vilagos, hogy minden paros szdmhoz van olyan paratlan, amely néla
nagyobb, de nincs olyan pdratlan szdm, amely minden paros szdmndl na-

gyobb.
25.a) A=B; téglalap = az atlok felezik egymast igaz;
b) ~A=-B; nem téglalap = az 4tlok nem feleznek hamis;
c) C =4, atlok L-ek = téglalap hamis;
d) (CANA)=B; atlok L-ek és téglalap = az atlok
felezik egymast igaz;
e) BAC=E; az atlok felezik egymast és az atlok L-ek

= négyzet hamis;



Logikai feladatok 11

f)E=AV D, négyzet = téglalap vagy rombusz igaz;
g) B=C; az atlok felezik egymast = az atlok L-ek  hamis;
h) -A=-C; nem téglalap = az atlok nem L-ek hamis;
i) (AN-C)= - E; téglalap és az atlok nem L-ek

= nem négyzet igaz;
j) DVE=B; négyzet és rombusz = az atlok

felezik egymast igaz.

26.a) A — C; ha a szam oszthat6 6-tal = 12-re végzodik;

b) B — D; ha nem paros szdm = prim;
¢) (BAD)—F; paros szam és prim = nem oszthaté 9-cel;

d) (BVA)— (A AG); ha paros vagy 6-tal oszthatd =
paros és a szamjegyeinek Osszege 3-mal

oszthato;

e) E— C; ha 4-gyel nem oszthat6 egy szdm = nem
végzbdik 12-re;

f) (GVB) < A4; egy szam akkor és csak akkor nem oszthaté

6-tal, ha szamjegyeinek Osszege nem oszthat6 3-mal
vagy nem paros;
g) (EANB)—D. ha egy szam oszthat6 4-gyel és paros,
akkor nem prim.
Ac¢ e f, gigaz, az a, b, d hamis.
27. Nem. Akkor is vihetek erny6t, ha nem is esik.
28. p:aszdm pdratlan, q: a szam prim.

p q pr—q |[@—=9A-q -p
i i i h h
i h h h h
h i i h i
h h i i i

A kovetkeztetés hamis.
29. Igen. Lehet az is, hogy betegség miatt hianyzott. Persze lehet az allitasa
hamis is.
30. p: a szamnak két osztéja van, q: a szam prim. }
A kovetkeztetés logikai alakja:[(= p — - q) A g] = p. Ertéktablazattal ellen-
Orizhetd, hogy a kovetkeztetés helyes.
31. Négy.
32. a) Egy. Ez kovetkezik a hdrom implikaciobol.
b) Béla biztosan nem mondott igazat az els6 implikacié és a sajat allitasa
miatt.
c¢) Pontosan egy. Ez lehet Antal vagy Csaba egyarant.
33. Avalasz: 29.
Az ellenség a sarkokban dllokat kétszer szamolja.
5é 58 5 6 és 4 és 5 8 és 0 és 7
5 5 4 5 0 0
5é 586 5 5é 5¢é 5 7¢és 0 és 8§
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P

Amikor az er6sités megérkezik, az ellenség éppen tamadni késziil, igy mar csak
29 €16 védo volt az er6dben.

34. El6szor is az A és B feladatnak nincs el6feltétele, igy egyszerre, és Ossze-
sen 8 perc alatt elvégezhet6k. Ha B befejez6dott, C elvégezhets (B a C
elofeltétele).

Ha C elkésziilt (4 perc alatt), D is elvégezhet6 (11 perc alatt), €s végiil, ha D is
elkésziilt, az étel talalhat6 (vagyis I elvégezhetd). Igy a kritikus ut:
START-0-B-8-C-4-D-11-1-2-KESZ,

és a vacsora elkészitéséhez sziikséges id6 8 +4 + 11 +2 =25 perc, vagyis a
vacsora elkészitését legkésobb 18:05-kor el kell kezdeni.

Mivel G nincs a kritikus aton, attdl, hogy 5 perccel rovidebb ideig tartana, még
nem kezdhetnénk a vacsora elkészitését 5 perccel késébb.

35. Minimum harom id8pontra van sziikség a bizottsagi tilések szamara.

A Vacsora, Szallas és Oregdidk-album bizottsagok egyszerre iilésezhetnek,
hasonldan a Miisor és Diszités bizottsagok is. A Meghivok bizottsagnak kiilon
id6pont kell. E16szor valogassuk szét, ki melyik bizottsagban tag (igy jobban lat-
szik, kik vannak ugyanabban a csoportban):

Anna, Jolan, Anita: Szdllds

Amalia, Angéla: Vacsora

Kati: Meghivok

Karoly, Juli: Miisor

Zoli, Aliz: Oregdidk-album

Erik: Oregdidk-album és Miisor,

Tamas: Szdllds és Miisor,

Simon, Rita: Vacsora és Miisor,

Todor: Szdllas és Diszités,

Matyas, Robert: Oregdidk-album és Diszités,

Jakab, Gergely: Meghivok és Diszités,

Rozalia, Dani: Meghivok és Vacsora,

Aki csak egy bizottsigban tag, nem szamit. Innen_latszik, hogy az alabbi
bizottsagok tilései nem lehetnek egyszerre: Miisor és Oregdidk-album, Miisor és
Szdllds, Miisor és Vacsora, Meghivok és Vacsora, Diszités és Meghivok, Diszités €s
Szdllds, Diszités és Oregdidk-album. )
Lathato, hogy a Miisor és a Diszités, valamint a Vacsora, a Szdllds és az Oregdidk-
album bizottsagok egyszerre iilésezhetnek, mivel az egy csoporton beliili hal-
mazok metszete iires. A Meghivok bizottsagnak mindkét csoportbeli halmazzal
van kozos része, igy kiilon idSpont kell az iiléseiknek.

36. Az elso feltétel szerint:

A talajszennyez6 vagy Tamads, vagy Hugd. A zajszennyez$ vagy Tamads, vagy
Hugd.

A mdsodik feltétel szerint:

A levegbszennyezd (vagy Andrés, vagy Robert) teniszezik. Tamas hokizik.
A zajszennyez$ (vagy Tamads, vagy Hugd) focizik. A talajszennyez6 (vagy
Tamas, vagy Hugd) hokizik. Innen Tamas a talajszennyezd és Hugo a zajszen-
nyezo.

A harmadik feltétel szerint:

Andrés és Tamas n8s. Robert és Hugo agglegény.
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A negyedik feltétel szerint:

Andrés a levegGszennyezd, aki teniszezik.

Innen pedig Rébert a vizszennyezd.

Osszefoglalds:

Andrés, a levegGszennyezd kelet-magyarorszagi, teniszezik és nos.

Rdbert, a vizszennyezd kelet-magyarorszagi és agglegény.

Tamas, a talajszennyez6 kelet-magyarorszagi, hokizik és nGs.

Hugod, a zajszennyez$ nyugat-magyarorszagi, focizik és agglegény.

37. A feltételek szerint az 1. allitas igaz (a, b); a 1. is (d). Mivel T csak vasar-
nap dolgozhat, igy III. hamis. U és X beosztdsa nincs egymdsra hatdssal, ezért
V. nem feltétlen igaz. A IV. allités is igaz (d, e).

38. A helyes beosztds e. Az a-nal nincs fidokvezets, b-nél kettS van, a ¢ és d
esetben W és X ugyanaznap dolgozik.

39. Biztosan igaz: a, c. Biztosan hamis: b, d.

40. A masodik és harmadik allitds hamis, a tobbi igaz.

41. Valamennyi azonossdg bizonyitasa, illetve logikai egyenlet megoldasa az
azonossagok felhasznélasaval az alabbiakhoz hasonl6 mdédon torténik.

h)

)4 q r | pAi | pAR |(pADV(PAR)| gAr | eredmény
i i i i h i i i
i i i h i h h
i h i i h i h h
h i i h h h i h
i h h i h i h h
h i h h h h h i
h h i h h h h i
h h h h h h i
42. Példaul (pAh) V p.
43.
P a9 | p~4q |PA-q| ~(pA-q)
i i i h i
i h h i h
h i i h i
h h i h i

44. Igen, mert a feltételbdl g = i kovetkezik, és ez elég p vV g = i-hez.

45. Nem, mert (p — g) =h esetén az elStag igaz és az utdtag hamis, igy
(pA-q) =i

46.g—p=1i
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a7.
P | 9 |~pV-q|~pAg) P | g [~pAq|-(pVg)
i i h h i i h h
i | A i i i | A h h
ho| i i i R h h
ho| h i i h | h i i

48. Azonossagok: b; c; e; g; h.
49. Helyes kovetkeztetési formak: a; b; ¢; e; h.
50. Vizsgaljuk meg, hogy a ,,szamlalok” mikor igazak!

p q |P—4
i i i
h i i
h h i

Bizonyitasi médszerek

Skatulyaelv

51. a) Ki kell huzni az 6sszes nem zoldet, és még egy zoldet is, tehat 34-et.
b) 6 fehér és 5 zold kihtizasa utan a kovetkezd biztosan piros vagy kék.
Tehat 12-t.

¢) Az 0sszes piros, z0ld és fehér kihtizdsa utan lehetiink csak biztosak a
kék huzasaban, tehat 27-ct kell kivenni.

d) Ha véletleniil minden pirosat kihtiztunk, még mindig nincs kétféle, de

e)
D

a 16. hazas utdn mar biztosan lesz két kiilonbozd szindi.

Lehet, hogy a kékek maradtak csak benn a végén, és még azok koziil is
ki kell htzni 4-et, tehat 6sszesen 30-at.

Ha a zo6ldek maradnak a végére, akkor csak az utolsé két zold marad-
hat benn, tehat 36-ot kell kivenni.

g) 8 golydt kivédlasztva még elképzelhetd, hogy minden szinbdl kettd van,

a 9. hazas utdn azonban mar biztosan lesz olyan szin, amelyikbdl 3-at
vettiink ki.

52. a) Ha 32 darabot ki kellett venni, az azt jelenti, hogy 31 goly6t még ki

lehet agy huzni, hogy nincs kozottiik mind a négy szinbdl. Tehat az
utols6 szinbdl 9 golyd van, a masik harombdl dsszesen 31, de egyikbdl
sem lehet 9-nél kevesebb.
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b) A mésik hdrom szinbdl is legaldbb 9 golyé kell legyen, hiszen ha
valamelyikbdl kevesebb lenne (persze akkor mdas valamibdl tobb),
akkor annak az els6 golydjara varva még tobbet kellett volna hidzni.
Ezért ha harom szinbdl 9-9-9 goly6 van, akkor lehet a negyedikbdl 13
darab.

A kovetkezd eloszlasok lehetségesek: (1. szin = amibdl a legtobb van)

1.szin | 2.szin | 3.szin | 4.szin
13 9 9 9
12 10 9 9
11 11 9 9
11 10 10 9

53. Harom pér tiszta zoknira van sziikségem, ehhez elég 7 darabot kihozni,
hiszen ha 6 darabbdl nem lehet 3 pérat vélasztani, akkor van 2 par zokni, és egy
fekete, egy barna. A hetedik valamelyikkel mar part alkot. (Ha ugy értelmezziik
a feladatot, hogy csak a tovabbi két napra kell zokni, ma mar feldltdztem, akkor
a helyes valasz 5 db.)

54. Legaldbb 37-en, hiszen lehet, hogy minden hénapban 3-an sziilettek, és
akkor 36 tanul6 esetén sincs olyan honap, amelyben 4-en sziilettek.

55. Harom egész szam kozott biztosan van két azonos paritast, azok Osszege
biztosan paros.

56. Négyzetszam 3-mal osztva nulla vagy 1 maradékot adhat, ezért lesz kettd,
amelyek maradéka megegyezik, ezért kiilonbségiik 3-mal oszthato.

57. Négyzetszam 4-gyel osztva nulla vagy 1 maradékot adhat, ezért lesz kettd,
amelyek maradéka megegyezik, ezért kiilonbségiik 4-gyel oszthato.

58. A 10-nél nagyobb primek végzddése csak 1, 3, 7, 9 lehet, ezért van kozot-
tiik két azonos jegyre végz6dd. Ezek kiilonbsége 10-zel oszthatd.

59. Négyzetszam végzodése csak 0, 1, 4, 5, 6, 9 lehet, ezért van kozottik
két azonos jegyre végzddo. Ezek kiilonbsége 10-zel oszthato.

60. Ot egész szam koziil — ha van harom, amely ugyanazt a maradékot adja 3-
mal osztva —, ezek megfelelnek, vagy nincs, de akkor mindhdrom maradéknak
szerepelnie kell. Vegylink hdrom ilyen szdmot! Ezek Osszegének maradéka
0+ 1+ 2 =3, tehat ezeknek az Osszege 3-mal oszthato.

61. Egy szam akkor oszthatd 15-tel, ha oszthatd 3-mal és 5-tel. Négyzetszam
maradéka 3-mal osztva kétféle lehet, 0 vagy 1; 5-tel osztva pedig 0 vagy 1 vagy
4. Ez 6sszesen 2 -3 = 6 lehet8ség, tehat 7 szam kozott van ketts, amely 3-mal és
5-tel osztva is ugyanazt a maradékot adja, ezek kiilonbsége 15-tel oszthato.
62. Primszam 3-mal osztva csak 1 vagy 2 maradékot adhat, ha nem a 3-rél van
sz6. A 10. feladat szerint barmely 5 egész koziil kivalaszthaté harom, amelyek
Osszege 3-mal oszthatd, ezért maximum 4 szam adhaté meg gy, hogy az
Osszegiik is prim legyen. Ennyi meg is adhato, hiszen példaul 7, 11, 13, 23
ilyen primnégyes.

63. Harom hatvanyainak végzédése: 3; 9; 7; 1; 3; ... tehat a sorozat — mivel
mindig egyformén 3-mal szorozzuk az el6z8 végz6dést — periodikus.

64. Az utolsé két helyen maximum 50-féle végzddés allhat (2 hatvanyai
parosak), ezért az els6 51 hatvany kozott van legalabb kettd, amely ugyanarra
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a két szamjegyre végzddik. Ettdl kezdve a sorozat — mivel mindig egyforman 2-
vel szorozzuk az el6z6 végzddést — periodikus.

65. Tekintsiik a kovetkez6 17 szamot:

1

11

111

1111

1111...11 (17 darab 1-es)

Ezek kozt vagy van 17-tel oszthatd, vagy nincs. Az els6 esetben megtalaltuk a
keresett szdmot, a masodikban pedig a 17 szdm maximum 16 féle maradékot
adhat 17-tel osztva, igy van kozottiik legalabb ketts, amely ugyanazt a maradé-
kot adja. Vonjuk ki a nagyobbdl a kisebbet! A kiilonbség olyan szam lesz, ami-
ben valahdny egyes utdn néhéany nulla all. Ezt a szdmot osztja 17, de ez a szdm
eldall egy csupa egyesbdl allo szam és 10-nek egy természetes kitevGjli hatva-
nydnak szorzataként. Mivel 10 és 17 relativ primek, = 17 a csupa 1-esbdl 4ll6
szamot osztja, tehit ez megfelel.

66. Az els6 13 meccsbdl kell 5-6t eltalalni. Ha harom tipposzlopot kitoltiink
ugy, hogy az els6 oszlopba csupa 1-est, a masodikba csupa kettest, a harmadikba
csupa x-et irunk, akkor biztosan lesz valamelyik oszlopban legaldbb 5 taldlatunk,
hiszen 13 meccs koziil lesz legalabb 5, amelyiknek ugyanaz az eredménye.

67. Ha van az egyenesek kozott két parhuzamos, azok szoge 0°, igy a feladat
allitasa igaz. Ha nincs, akkor toljuk el valamennyi egyenest a sik egy tetszSleges
pontjaba! Nem valtozik két egyenes szoge, ha azokat sajat magukkal parhuza-
mosan eltoljuk. Ekkor a 10 egyenes a sikot 20 kdzds csticsu szdgtartomanyra
bontja, ahol a szogek Osszege 360°. Ezen szdgek kozott nem lehet mindegyik
20°, vagy anndl tobb, mivel 20 - 20° = 400° > 360°.

68. Egy pont két koordinataja koziil mindkettd vagy paros, vagy paratlan, ez 4
lehet&ség. EzErt 5 pont kozott biztosan van ketts, amelynél mindkét koordinata
paritasa megegyezik. Ezek felezOpontja kielégiti a feladatot, mivel azonos pari-
tasu szamok Osszege paros, annak a fele tehat egész, és igy kell a felezGpont
koordin4tait kiszdmolni.

69. Térben a harom koordindta mindegyike vagy paros, vagy paratlan, ez
osszesen 2° =8 lehetSség, ezért 9 pont kozott lesz kettS, amelynek minden
koordinatajanak paritdsa megegyezik. Ez a két pont altal meghatarozott sza-
kasz felez6pontja racspont.

70. Egy haromszog sulypontjanak koordindtait megkapjuk, ha a harom cstcs
megfeleld koordinatdinak szdmtani kozepét vessziik. Egy pont koordinatdit
tekintve haromféle maradékot adhat 3-mal osztva, ezért 13 pont kozott lesz 5
olyan pont, amelynek az els§ koordindtdja ugyanazt a maradékot adja 3-mal
osztva. Ezek koziil bArmely harmat valasztva az els koordinaték dsszege 3-mal
oszthat6. Nézziik ezek masodik koordinétait! Ez 6t egész szam, amelyrdl mar
bizonyitottuk, hogy van kozottiikk harom, amelynek az 6sszege 3-mal oszthato,
igy ezek altal meghatdrozott haromszog silypontjdnak mindkét koordinataja
egész, tehat racspont.

71. A szamok kozott eggyel tobb paratlan van, mint paros, ezért minden per-
mutdcidban lesz olyan paratlan szdm, amely alatt is paratlan szdm all. Ezek
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kiilonbsége paros, és ha egy szorzatban van paros tényezd, akkor a szorzat

paros.

72. Tekintsik a kovetkez6 szamokat!
3

33

333

3333...3 (n db 3-as ).

Ezek kozt vagy van 3-mal oszthatd, és akkor az kielégiti a feladat feltételét,
vagy nincs. Akkor viszont ez olyan n darab szdm, amely n-nel osztva legfeljebb
n -1 féle maradékot adhat, tehat van koztiik legalabb kettd, aminek ugyanaz a
maradéka. Ezek kiilonbsége n-nel oszthatd, és a szam a kivant alakd.

73. Osszuk a korlapot hat darab 60°-os kdzépponti szogl korcikkre! Lesz
olyan kozottiik, amelyikbe legalabb két talalati pont esik. Ez a két pont a kivant
tulajdonséagu.

74. Osszuk a szabalyos haromszoget az oldalaival parhuzamos vagasokkal 9
darab 5 méter oldala szabalyos haromszogre. Lesz olyan kozottiik, amelyikbe
legalabb két pont esik. Ez a két pont a kivant tulajdonsaga.

75. El lehet helyezni. Tegyiink a négy csticsba, a négy oldalfelezG pontba és a
négyzet kozéppontjaba egy-egy pontot, ez az elrendezés jo. 10 pontot mar nem
lehet elhelyezni, mert ha a négyzetet oldalaival parhuzamos vagasokkal kilenc
darab kisebb négyzetre bontjuk, akkor lesz olyan, amelyikbe legalabb 2 pont
esik. E két pont dltal meghatarozott szakasz hossza maximum @ <1.

Indirekt bizonyitasok

76. Tegyiik fel, hogy nincs. Mivel egy embernek nullatél n — 1-ig terjedhet az
ismerdseinek szdma, ha a tarsasdg n f6bdl all, ennek az n szamnak mind eld
kell fordulnia. De ez lehetetlen, hiszen ha valaki n — 1 embert ismer, azaz min-
denkit, akkor kolcsonds ismeretség esetén nem lehet olyan a tagok kozt, akinek
egyetlen ismerdse sincs. n—1)

77. A bajnoksagban tehat =91 mérkd6zés volt. Tegyiik fel, hogy

gy6zelemért 2, dontetlenért 1 és vereségért 0 pont jar. Ha mindenki ugyanannyi
dontetlen meccset jatszott, mint ahdnyszor nyert, akkor a pontszdma oszthat6
3-mal, igy a pontszamok Osszegének is 3-mal oszthatonak kellene lennie, de 91
nem oszthat6 3-mal.

78. Tegytik fel, hogy raciondlis, ekkor felirhat6 két egész szam hanyadosaként.

/g = ﬁ, ahol p, g egészek és q # 0. Négyzetre emelve és g*-tel atszorozva azt
q

kapjuk, hogy 5¢* = p*. Vizsgéljuk meg a két oldalon all6 szdm primtényez6s fel-
bontasaban 5 hatvanykitevGjét! Mivel négyzetszam primfelbontasaban minden
kitev6 paros, ezért a jobb oldalon 5 paros kitevdjii hatvanya all, a bal oldalon

pedig paratlan. Ez azonban ellentmond a szdmelmélet alaptételének, tehat /g
nem racionalis.
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79. A bizonyitds az el6z6hoz hasonld, itt is vizsgalhatjuk 5 kitevjét a két
oldalon.

80. A bizonyitas az el6z6ekhez hasonld, itt is vizsgalhatjuk 5 kitevGjét a két
oldalon.

81. Itt az indirekt feltevés €s a négyzetre emelés utan ,/10 -r6l kell az
el6z6ekhez hasonldan igazolni, hogy irracionalis.

82. Tegyiik fel, hogy minden szdmjegy csak véges sokszor ismétlédik a tizedes
tortben. Jeldlje k azt a legnagyobb szamot, ahdnyszor egy szamjegy el6fordul.
Az 6sszes szamjegyek szama akkor legfeljebb (10 - k), de ez véges, irracionalis
szam tizedes tOrt alakja viszont végtelen nem szakaszos tizedes tort. Ez ellent-
mondas, tehat az eredeti allitas igaz.

83. Ha csak egy szamjegy ismétl6dne végtelen sokszor, akkor az el6zéek
szerint egyszer elfogynanak, és onnan egy jegy ismétlodne csak, tehat a szam
tizedes tort alakja szakaszos, és a szdm igy racionalis lenne.

84. Tegyiik fel, hogy nincs, azaz barmely harom irraciondlis szdm Osszege
racionalis.

Jelolje a négy irraciondlis szamot a, b, ¢ és d. Ez azt jelenti, hogy

a+b+c=r,
at+c+d=r,,
atb+d=r;,
b+c+d=r,.

Négy racionalis szam 6sszege is racionalis, tehat 3(a + b + ¢ + d) = raciondlis.
Ennek harmada is racionalis, tehat a négy irracionalis szdm 0Osszege r racio-
nélis szam. Akkor viszont két racionalis szam kiilonbségeként d =r;—r, is
racionalis, ami ellentmondas.

85. Tegyiik fel, hogy van két ilyen szam, legyenek ezek a és b. Ekkor a + b a
legkisebb kozos tobbszorosiik, tehat a osztja (@ + b)-t €s b osztja (a + b)-t, ezért
a osztja b-t és b osztja a-t. Mivel természetes szamokrdl van sz, ezért ez csak
ugy lehetséges, ha a = b. Ekkor viszont a legkisebb kdzos tobbszorosiik a - 2a =
=a = a = 0. Tehat csak a 0; 0 eset maradt, ekkor viszont nincs legkisebb pozi-
tiv tobbszords. Vagyis nincs két ilyen természetes szam.

86. Tegyiik fel, hogy lehetséges a feladat allitdsa. Legyen a legkisebb kitevdj
hatvany a 3. Az 6sszes tobbi hatvany 3 - 3” alakt, ahol b természetes szam. Igy
a hatvanyok 6sszege megegyezik egy szorzattal, melynek egyik tényezdje a 3%, a
masik pedig 1000 paratlan szadm Osszege, ami paros. Ha a nem negativ, akkor a
szorzat paros szam. Ha a negativ, akkor egy paros szamot elosztunk egy parat-
lan szdmmal, tehat vagy paros szdmot, vagy nem egész szimot kapunk. Igy 3333
nem lehet a hatvanyok Osszege.

87. Szinezziik ki a lampakat 3 szinnel ugy, hogy minden harmadik lampa
azonos szinl legyen. Minden 1épésben harom kiilonb6zs szint lampén valtoz-
tatunk, ezért egy lépésben csak eggyel valtozik az egy szinhez tartozé €g6 lam-
pak szama. Az egyik szinhez eredetileg 1 ég6 lampa tartozott, végiil pedig 5-nek
kell lennie, ezért paros sok 1épés utan fog minden 1dmpa égni. De a masik két
szinhez eredetileg 0 ég6 lampa tartozott, végiil pedig 5-nek kell tartoznia, tehat
paratlan sok 1épés utin fog minden lampa égni. Ellentmonddsra jutottunk,
tehat nem lehet elérni, hogy minden lampa égjen.
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88. Tegyiik fel, hogy van olyan pont, amelyik nincs lefedve. Ez a pont vala-
mennyi Thalész-koron kiviil van, igy ebbdl a pontbdl valamennyi oldal hegyes-
szdgben latszik. Ez azonban lehetetlen, mert négy 90°-ndl kisebb szog Osszege
nem lehet 360°.
89. Tegyiik fel, hogy létezik ilyen haromszog. Toljuk el ugy, hogy az egyik
cstcsa az O, origd legyen. A masik két csics legyen P(x, y) és Q(v, z). Mivel
OP? =x* +y* és OP paratlan egész, ezért x és y nem lehet egyszerre sem paros,
sem pdaratlan. Hasonld megfontolast végezhetiink az OQ-ra is, amibdl azt
kapjuk, hogy v és z koziil az egyik paros, a mésik paratlan. Vizsgaljuk meg
PQO-t: PQ* = (x —v)* + (y —2)>. Ha x és v paros. akkor x —v és y —z is paros,
tehdt PQ is paros lenne. Ha x és v kiilonb6z8 paritdsu, akkor ugyanez igaz azy
és z parra is, ekkor x — v ésy — z is paratlan, négyzeteik 6sszege paros, tehat PQ
most sem lehet paratlan. Feltevésiink ezért nem lehet helyes, belattuk, hogy
nincs ilyen hdromszog.
90. Elsé bizonyitds:
Tegyiik fel, hogy van szabalyos racsharomszog. Toljuk el tigy, hogy egyik csicsa
az origdba essen! Jeldljiik A-val azt az orig6tdl kiilonbozs csucsot, amelyik az
origd koriili + 60°-os elforgatas utan a haromszog harmadik, B csucsaba kertil.
Legyenek A koordinatai A(a;a,). A 60°-os elforgatas miatt B(b,; b,) koordi-
natdira teljesiilnie kell a kovetkez6 Osszefiiggéseknek:
/3
2
1 b
b,=a,-sin 60° + a,- cos 60° = ——a,+ Pke

b,=a, cos 60°—a2-sin60°=5a1— a,

és B(b; b,) koordinatai is egészek.

Az elsS egyenlet dtrendezésébdl azonban az/g = a,— 2b,, ahol a jobb oldal ra-
cionalis. A bal oldalon csak akkor kaphatunk raciondlis szdmot, ha a, = 0. Eb-
ben az esetben a masodik egyenletbdl hasonl6 atalakités és indoklas utdna, =0
kovetkezne, de ez lehetetlen, mert a hdromszdg origotdl killonbozs csticsat
jeloltiik 4-val, igy nem lehet mindkét koordinatdja nulla.

Szabdlyos racshatszog sem létezik, mert ha 1étezne, annak minden masodik
csucsat kivalasztva szabalyos racsharomszoghoz jutnank, amir6l az elébb iga-
zoltuk, hogy nincs.

Masodik bizonyitds:

Szamitsuk ki kétféleképpen a haromszog teriiletét! Egyrészt tudjuk, hogy a

szabalyos haromszog teriilete az oldal négyzetének T-szﬁrése. Mivel a

haromszog oldalanak négyzetét Pitagorasz tételével kiszamitva két egész szam

négyzetosszegeként kapjuk, ezért nem nulla egész. Ennek -szOrose irra-

cionalis szam. Masrészt kiszamithatjuk a teriiletet agy is, hogy egy racstéglalap-
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ba foglaljuk a haromszoget, és a téglalap teriiletébdl — ami egészek szorzata —
levonjuk a lees6 haromszogek teriileteit, ami csak egész, vagy egész + Ottized
lehet. Az igy szdmitott teriilet tehdt racionalis, ami ellentmondas.

91. Tegyiik fel, hogy 1étezik szabalyos racsotszog, csucsait jelolje 4,4,4,4,As.
legyen ez a legkisebb oldalhosszisagu racsotszog. Ilyen biztosan van, mert az
OtszOg oldalhossza egész, és legalabb 1. Huzzuk be az 4tloit! Ezek az 6tszog
belsejében egy Gjabb szabalyos Otszoget hataroznak meg. Az A,4,A, harom-
szOg és a belsd Otszog egyik csicsa paralelogrammat hatdroznak meg, és ha a
paralelogramma harom csticsa racspont, akkor a negyedik is az, mivel kisza-
mitdsadban csak Osszeadast és kivonast hasznalunk, ami nem vezet ki az egész
szamok koziil. Ezzel ismét olyan Otszoget kaptunk, amelynek minden csticsa
racspont, és oldala kisebb az el6z6nél. Ez ellentmondas, hiszen feltevésiink
szerint az volt a legkisebb oldalu szabalyos racsotszog.

92. Tegyiik fel, hogy van olyan n > 6 szdm, amelyhez taldlunk szabalyos rics-
sokszoget. Legyen egy ilyen legrévidebb oldala racssokszég A, A, A,...A,. En-
nek a racssokszognek valamennyi 4,4, , , oldalat toljuk el tgy, hogy az A, cstics

az origdba keriiljon. Ekkor a szakaszok végpontjai Gjra egy szabélyos n oldala
B\B, B;... B, racssokszoget alkotnak. A két sokszog oldalainak ardnya

Bl B2
Al AZ
videbb oldalhossz racs n-szog.

b
=2 sin — <1, mert n > 6. Tehdt 4, A, A,... A, nem lehetett a legro-
n

9
93. Az Osszesen kivalaszthaté szamparok szdma: [ 5 ] =45-89, ami paratlan

5
szam. Egy szelvényen 5 szamot toltiink ki, ez [2] =5-2=10 szampar meg-

jelolését jelenti. Tobb szelvény kitoltésével csak ennek tobbszorose érhetd el,
ami nem lehet pdratlan, tehat a valasz nem.

94. Nem. Tegyiik fel, hogy sikeriilt, és jeloljik A-val a k6zos 6sszeget! Minden
élen 1év0 szamot két csticsnél szamolunk hozza az 6sszeghez, és mivel a kocka-
nak 8 csucsa van, igy kétféleképpen Osszeszdmolva az Osszes élre irt szamok
Osszegét, a kovetkezd egyenletet kapjuk: 84 =2(1+2+3 + ... + 12) = 156,
ami nem oszthat6 8-cal.

95. Bizonyitas: indirekt mdédon. Tegyiik fel, hogy n nem prim, akkor vagy
n=1,vagyn =ab, ahola >1ésb > 1. Azn = 1-re a szdm nem prim, tehat az
allitas err6l nem mond semmit. Ha n = ab, ahol a > 1 és b > 1, akkor osszuk
az n darab 1-esbdl allo szdmot b darab olyan szdmra, amelyek mindegyike a
darab 1-esbdl all. Ezt az a darab 1-esbdl 4ll6 szamot jeldlje k, és tudjuk, hogy
k > 1. Az eredeti n jegyli szam tehat felirhat6 a kovetkezd alakban: k(1 + 10° +
+10% + ... +10°®™Y), és a masodik tényezd is nagyobb egynél. Igy nem lehet
prim, mivel két egynél nagyobb természetes szam szorzata. Ellentmondasra
jutottunk, ezért az eredeti allitas igaz.

A megforditds nem igaz, hiszen n = 3-ra 111 = 3-37.
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Teljes indukcio

96. A hiba ott van, hogy két egymas utani értékre n — l-re és n —2-re
hasznéltuk a masodik 1épésnél az indukcids feltételt, de csak egyetlen értékre,
n = 1-re ellendriztiik.

97. Az allitas csak 1-nél nagyobb n-ekre igaz, az els6 1épésnél a jobb oldalon
1-re, a bal oldalon 2-re sz616 allitast tettiink egyenlévé.

98. Egy egyenes behuzasa esetén legyen az egyik félsik fekete, a masik
fehér, ez a szinezés jO. Két egyenes esetén mar meg kell vizsgalni, hogy az egye-
nesek parhuzamosak vagy metsz8k, de mindkét konkrét eset nyilvdnvaléan
kiszinezhet®. Tegyiik fel, hogy igaz az allitas n = k egyenesre, azaz a sik a ki-
vant modon kiszinezhetd. Ekkor biztosan létezik egy masik szinezés is, az,
amelyben fekete az, ami az eredeti szinezésen fehér, és forditva. Huzzuk be
most a k + 1-edik egyenest. Ez a sikot két félsikra osztja. A két félsik koziil az
egyikben hagyjuk meg a szinez€st, a masikban véltoztassuk az ellentétére. Ez a
szinezés jO, hiszen mindkét félsik kiilon-kiilon jol van szinezve, és az egyenes
altal hatéarolt tartomanyok az egyenes két oldalan kiilonb6zd szintek.

99. Elég bebizonyitani, hogy 6; 7; 8 darab négyzetre felbonthat6 (99. dbra),
mert azutdn egy négyzetet 4 egybeviagd négyzetre bontva adddik teljes induk-
cioval minden 3k; 3k + 1 és 3k + 2 alaki szamra, és ezzel az 0sszes természetes
szamra az allitas.

100. Ez kovetkezik a 101. feladatbdl. (100-101. abra)

101. Ha egy haromszog kozépvonalait meghizzuk, akkor egyetlen hdrom-
szOgbOl négy darab, az eredetihez hasonlé haromszoget kaptunk, tehat az ere-
detihez hasonlé haromszogek szdmat 3-mal noveltiik. Ezért elég megmutatni,
hogy fel lehet bontani 6; 7; 8 darab, az eredetihez hasonlé haromszogre, mert
azutan egy haromszoget 4 egybevagd hidromszogre bontva teljes indukcidval
adodik minden 3k; 3k + 1 és 3k + 2 alaki szamra, és ezzel az Gsszes természetes
szamra az allitas. Ezt a felbontést pedig a 100-101. abra mutatja.

3k 3k+1 3k+2

3k 3k+1 3k+2



22 Bizonyitasi médszerek

A kovetkezo feladatokban csak egy-két példdt dolgozunk ki részletesen, mivel az
osszes bizonyitdsa nagyon hasonlo.

102.
a) A bizonyitast teljes indukcioval végezziik.
n = l-re az allitas igaz, mert 7'+ 3*=16 =4 - 4.
Tegyiik fel, hogy egy n szdmra igaz az allitds, éllitom, hogy n + 1-re is igaz
marad, vagyis ha 4|7"+3"*', = 4|7"*'+3""? Alakitsuk at az éllitasban
szerepl6 mennyiséget a kdvetkezd mddon:
7n+1+ 3n+2= 7-7+3- 3n+1: 7747 3n+1_ 4. 3n+1= 7<7n+ 3n+1) —4. 3n+1'
Ennek az 6sszegnek az elsd tagja az indukcios feltétel 7-szerese, ezért a feltevés
szerint oszthat6 4-gyel, a méasodik tag egy egész szam 4-szerese, ezért oszthatd
4-gyel. Mivel az 0sszeg mindkét tagja 4-gyel oszthatd, igy az allitas igaz.
103-106. A feladatok megoldasat az olvasdra bizzuk.
107. Abizonyitast teljes indukcidval végezziik. (Mar n = 0-ra is igaz az allitas,
mert 8§ +3-5=23.)
n = l-re az allitds igaz, mert 23|27+7+ 32*1. 5*1= 1024 + 273125 = 85399 =
=23-3713. Tegyiik fel, hogy egy n szamra igaz az allitas, allitom, hogy n + 1-
re is igaz marad, vagyis ha 23|27*34 3%+ 5% o 23|73 gl st
2Tn+10 4 3243 g4n+5_ 19gQ. <27n+3+ 32+l 54n+1) +9.625. 3%+, 54+l
=128- (27n+3+ 32n+1‘ 54n+1) +23.239. 32n+1, 54n+1'
Az elsd tag az indukcids feltétel miatt, a masodik a 23-mal val6 szorzas miatt
oszthatd 23-mal, és ezt kellett bizonyitani.
108-109. A feladatok megoldasat az olvasora bizzuk.
_nn+1)(2n+1)

110. Bizonyitand6, hogy 1>+ 2%+ 3%+ ... + n’= . .

A bizonyitast teljes indukcioval végezziik.
1-2-3
c
Tegyiik fel, hogy egy n szamra igaz az allités, allitom, hogy n + 1-re is igaz ma-
nn+1)(2n+1)

n = 1-re az allitas igaz, mert 1=

= 124+ 224+ 3%+ ...+ n’+

rad, vagyis 17+ 2%+ 32+ ... + n’= 5
n+D)(n+2)Qr+1)+1) @+1)(n+2)2n+3)

+(n+1)7°=

Az indukci6s feltétel szerint a bal oldalon az elsd n tagot a feltétel jobb oldala-
val helyettesitve

+1)2n+1
12422432+ .. +n2+(n+ 1)2—— n(n )6( " ) +(n+ 1)2_—
= 1 1 +1)(n+2)(2n+3
n6 [n(2n+1)+6(n+1)]—nT(2n2+7n+6>—_ (n )(n 7 )(2n )’

és ezt kellett bizonyitani.
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111-113. A feladatok megoldésat az olvaséra bizzuk.
nn+1)(n+2)

3 . Erre kétféle bizonyitast

114. 12423434+ +n-(n+1)=
adunk.
1. bizonyitds:

Nézziik a teljes indukcids bizonyitast, amely miikodik akkor is, ha semmi nem
jut esziinkbe. Tehat el6szor megnézziik, n = 1-re igaz-e az allitas.

2.3
2= 3 tehat igaz. Tegyiik fel most, hogy egy n szamra igaz az allitas,
allitom, hogy n + 1-re is igaz marad, vagyis

nn+1l)(n+2)
3

12423434+ +n-(n+1)= = 1242343 4+..+

n+1D(n+2)(n+3)

3
Az indukci6s feltétel szerint a bal oldalon az els6 n tagot a feltétel jobb oldala-
val helyettesitve

+n+1)(n+2)=

nn+1)(n+2)
1-2+2-3+3-4+.,.+(n+1)(n+2)=f+(n+l)(n+2)=
_ (”;1) [n(n+2)+3(n+2)]=—(n—::1) (n?+5n+6) = ("H("J;Z)("H) ,

amit bizonyitani kellett.

2. bizonyitds:
. . . . . . n + 2 . .
A jobb oldali kifejezés adhatja az Otletet, mivel nagyon hasonlit 3 kifej-

tett alakjdhoz, annak pontosan a kétszerese. Ezért osszuk el az egyenletet 2-vel!
Ekkor a bal oldali tagok is felirhatok binomidlis egyiitthatokként:

2 3 4 n+1 n+2
2 2 2 2 3

o R N EaEs =

, ami ismert kombinatorikai azonossag.

115-118. A feladatok megoldasat az olvaséra bizzuk.

1 1 1 1 n
+ + +..+ = :
1335 5.7 Cn—-1)@2n+1) 2n+1

Erre is kétféle bizonyitast adunk.
1. bizonyitds: Nézziik a teljes indukcids bizonyitdst, ami miikodik akkor is, ha
semmi nem jut esziinkbe. Tehat el6szor megnézziik, n = 1-re igaz-e az allitas.

119.
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1
13- 21+ tehat igaz. Tegyiik fel most, hfgy eg}; n széTra igaz az allitas,
allitom, h +1-reisi d i + + +..+
allitom, hogy n re is igaz marad, vagyis =+ + -
+ ! . ! + ! + ! + ..+ —1 +

= =3 cee
(2n—-1)2n+1) 2n+1 1-3 3.5 57 (2n—-1)(2n+1)
1 n+1

+ =
@Cn+1)(2n+3) 2n+3

. Az indukcios feltétel szerint a bal oldalon az

n 1
elsd n tagot a feltétel jobb oldaldval helyettesitve 1 + 2n+1)(2n+3) =

n(2n+3)+1 n+1

= n+ (2 +3) =T 3,amit bizonyitani kellett.
n n n

2. bizonyitdas (Parcidlis tortekre bontas.):
Probéljuk meg felirni az altalanos tagot két tort dsszegeként!

1 X y x2k+1)+y2k—1)
Qk—D2k+1) 2—1  2n+1  @Gk—Dk+1)
2k(x+y)+x—y
T k- D2k + 1)

1
Ez csak ugy teljesiilhet minden k-ra, ha x +y=0¢&s x—y =1, vagyis x = 5 és
1
y = ——. Ezt felhasznalva a bal oldali 6sszeg a kdvetkez6képpen irhato fel:
1 1 1 1
+ + + .+ =
1-3 35 5.7 Cn—-1)(2n+1)
1 1 1 1 1 1 1 1
=—ll-=|+|z—-=|+|=-—=|+.+ - =
2 3 3 5 5 7 2n—-1 2n+1
1(1 1 n
201 241 2n+1
120. A feladat megoldasat az olvasdra bizzuk.
1 1
121. + > 1.

+ ..+
n+1 n+2 3n+1
Bizonyitas teljes indukcidval. El18szor nézziik n = 1-re

R S RN 1, tehat i
“ee = A 7=7> M
141 1+2 311 2 3 4 12”0 o

Erdemes megnézni n = 2-re is, hatha észrevessziik, min mulik a bizonyitas.
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1 N 1 - 1 1+1+1+1+1 459 L
=—+—+—+—+-=—7>
2+1 2+2 6+1 3 4 5 6 7 420

Tehat az els6 tag eltlint, viszont az 0sszeg harom Uj taggal boviilt.

Most vizsgaljuk meg, hogy ha n-re igaz az allitas, akkor igaz marad-e n + 1-re

1 1 1 1

is. Ehhez azt elég bizonyitani, hogy 2 + 13 + ot 4 ntl >0
n 7 n n
1 1 1 1

16z6ek értelmében. Atrend + > - = )
az €l0ZOoEcK crteimepen renaczve 3n+2 3n+4 n+1 3I’l+3 3n+3

Mivel minden szerepld tag pozitiv, ezért 2-vel elosztva az egyenlGtlenséget
észrevehetjiik, hogy a bal oldal a (3n + 2) és (3n + 4) kifejezések harmonikus
kozepének reciproka, mig a jobb oldalon ennek a két kifejezés szamtani
kozepének reciproka all, ezért az allitas igaz. (Pozitiv mennyiségek reciprokaira
vald attérésnél fordul az egyenlStlenség irdnya).

Ha azonban nem vesziink észre semmit, az se baj, mert a kdzos nevezGvel
végigszorozva és a kijelolt miiveleteket elvégezve is kijon az allitas.

122. A 122. és 123. koziil elég az utdbbit igazolni, mert abbdl a mésik kovet-
kezik. Ez vazlatosan a koévetkez6:
123. n=2-re:

1+1 T 13T k fel, h 11 h kk +1
3 Z_E_ﬁ o egyiik fel, hogy n-re igaz, allitom, hogy akkor n + 1-

re is igaz lesz. Ehhez azt kell bizonyitani, hogy a kimarad6 és az Gjonnan hoz-
zévett tagok kiilonbsége pozitiv. Es ez igaz, mert

1 1 1 1 1
m+1 m+2 n+l 2m+1 2n+2
1al6ja pozitiv tort koziil az a nagyobb, amelyiknek a nevezgje kisebb.
124. Ezt az egyenlGtlenséget is lehet teljes indukcidval igazolni, de sokkal
egyszeriibb, ha becsléssel probalkozunk. Helyettesitsiik az egyenlGtlenség min-
den tagjat azaz n darabot az utolséval, a legkisebbel!

> (0, mivel két azonos szam-

—+—+...+7 ——‘/7 ha n=>2.

125-126. A feladatok megoldasat az olvasora bizzuk.
127. Bizonyitas teljes indukcidval: n = 1 egyenes a sikot két részre osztja, és
a képletbdl is 2 adodik. Tegytik fel most, hogy tetszGleges n egyenes a sikot

. n+n+2 o ,
legfeljebb 5 résue osztja. Allitom, hogy akkor n + 1 egyenes a sikot

2
+1) +(n+1)+2
legfelicbb " ) én )

az n + 1-edik egyenes behuzasaval! A legtobb rész akkor keletkezik, ha az 4j
egyenes nem megy at semelyik eddigi metszésponton, és nem parhuzamos
egyetlen eddigi egyenessel sem. Ekkor tehat az egyenes az el6z06 n egyenes min-

részre osztja. Nézziik meg, mi torténik
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degyikét kiillonboz6 pontokban metszi, azaz n metszéspont keletkezett, és n
metszéspont az egyenest n + 1 részre osztja. Ezek a metszéspontok az n + 1-
edik egyenesen egy-egy Uj sikrész hatdrolo szakaszai, illetve félegyenesei. Ezért

o ; o ont+n+2 n+n+2+2n+2
a sikrészek szama n + 1-gyel nott. — +n+1= > =

2
(n+1) +(n+1)+2 ‘ .
= 5 , s ezt kellett igazolni.

128. A bizonyitas teljesen az el6z6 mintdjara torténik. Egy kor a sikot két
részre osztja, €s ez jon ki a képletbdl is. Tegytik fel, hogy n kor a sikot legfeljebb

n*—n + 2 részre osztja. Ha az n + 1-edik kér minden el6z6t két olyan pontban
metsz, amely még nem volt eddig metszéspont, akkor 2n metszéspont, és igy 2n

Gj sikrész keletkezett. Es n*—n+2+2n=(n+ 1)2— (n+ 1)+ 2, amit bizo-
nyitani kellett.

. sin2" 'y
129. a) cos x-cos 2x-cos 4x-...cos 2" x =——,
2" sin x
ahol sin x#0 é neN.
. T . sin 2x ) ]
Bizonyitas teljes indukciéval: n = 1-re cos x = s ahol sin x# 0 = igaz.
sin x
Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitds. Bizonyitsuk be most, hogy akkor
L., sin2""7y
COs X COs 2x- cos 4x...cos 2" x= 0.
2" “sin x
Az indukciés feltevést felhasznidlva cos x-cos 2x-cos 4x...cos 2" "1 x =
sin2" ' x L, 2sin2""'x-cos2"*'x sin2""?x
= cos2' T x= e =5 ¢cseztkellett
2" sin x 2" %sin x 2" “sin x
bizonyitani.

130.; 131. A 130. és 131. feladat hasonldan bizonyithat6 a trigonometrikus
Osszegek szorzatta alakitdsara vonatkozo azonossagok segitségével.
132. Itt meg kell el6szor sejteni a 1épésszamra vonatkozé képletet. Ehhez
probaljuk meg el6szor két korongra végiggondolni a 1épéseket!

a) A kis korongot a harmadik rtudra tessziik.

b) A nagyot attessziik a masodikra.

¢) Végiil a harmadik rudrdl ratessziik a kisebb korongot.
Ez tehat 3 1épés.
Most prébaljuk meg harom korongra végiggondolni a 1épéseket!

a) A kis korongot a mésodik radra tessziik.

b) A nagyot attessziik a harmadikra.

¢) A kiskorongot a harmadikra, a kdzepes tetejére.

d) A legnagyobb korongot a mésodikra.

e) A Kkicsit az elsore.

f) A'’kodzepest a masodikra.

g) A Kkicsit a masodik rad tetejére, és kész.
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Ez 7 1épés, de a legfontosabb, hogy lathat6 az eljaras 1ényege. Tehat n korong
esetén
a) el6szOr a harmadik radra 4t kell tenni n — 1 korongot a helyes sor-
rendben,
b) azutan a legnagyobbat a masodik radra,
c) végiil rapakolni a harmadik radrdl a masodikra az n — 1 korongot a
helyes sorrendben.
A rekurzids Osszefliggés tehat — ha a 1épésszamot n korong esetén a, jeldli —
a,=a, +1+a, (=2a, +1
Most keressiink képletet! Két korongnal 3, harom korongnal 7 1épés sziikséges.
Probélkozzunk az a,= 2"— 1 Osszefiiggéssel, ami n = 1; 2-re jo. Bizonyitsuk
indukcidval, hogy ha n-re igaz volt a képlet, akkor n + 1-re is igaz marad.
Valdban, a rekurzidt és az indukcios feltevést felhasznalva a,, = 2a,+ 1 =

=2. (z"— 1) +1=2"*"—1, amit allitottunk.

n—1

Invarians tulajdonsagok

133. Nem. Ha egy papirdarabot 10 részre bontunk, akkor a részek szama 9-
cel nG, tehdt nem valtozik a 9-cel vald osztdsi maradéka a lapok szdmanak.
Mivel egy papirbdl indultunk ki, a kilences maradék tehat 1, igy a végén nem
lehet a kilences maradék 2, ami 2000 kilences maradéka.

134. Nem. Ha egy papirdarabot 6 részre bontunk, akkor a részek szdma 5-tel
nd, ha 11 részre bontunk, akkor a részek szama 10-zel n6, tehat nem valtozik a
lapok szdmanak az 5-tel val6 osztasi maradéka. Mivel egy papirbdl indultunk
ki, nem kaphatunk 2000 darabot a végén.

135. Mivel minden 1épésben eggyel csokken a tablan 1év6 szamok szama, igy
a kilencedik 1épés utan valéban egyetlen szam all a tablan.

Ha azonos paritdsa szamokat toroltiink le, akkor paros szam keriilt a tablara,
ha kiillonboz6 paritdsiakat toroltiink, akkor pératlan szdm. Ezek szerint a
tablan maradd szdmok Osszege mindig péaros szdmmal valtozik. Mivel a kiin-
dul6 6sszeg 1 +2 + ... + 10 =55, ami paratlan, ezért nem maradhat a végén
nulla a tablan.

136. Ha egy csticsbdl k darab gyufat vesziink el, akkor a masik kettSbe 0ssze-
sen 4k gyufat helyeziink, tehat a gyufdk szama 3k-val n6tt. Ezek szerint nem
véltozik a hdromszog csicsaiban 1év8 gyufaszalak 3-mal val6 osztdsi maradéka.
Mivel ez az indulédskor 1 volt, nem lehet a végén minden csicsban ugyanannyi,
mert annak az 0sszegnek nulla a hdrmas maradéka.

137. Szamozzuk meg a fakat 1-t6l 14-ig! Ezutan vegyiik a szamok 14-es ma-
radékat, és ez legyen a mokusok szama. (Tehat a 13-as fan #il6 mokus szomszé-
dai a 12-es és a 0-s mokusok; az egyes szomszédai a nullas és a 2-es ... stb.) Te-
kintsiik a mokusok sorszdiménak az Osszegét, és annak 14-es maradékat! Ez

tehat 7, mert =91 =6-14 + 7. Amikor egy mOkus atugrik egy masik fa-

ra, legyen a szdma az j fa sorszdma.
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a) Ha az egyik mOkus az oramutato jarasaval megegyez6, a masik ellenté-
tes irdnyban ugrik, az 6sszeg nem valtozik, mert egyikiik szima eggyel
nd, a mésikuké eggyel csokken. Tehat nem lehet, hogy mondjuk a .-
adik fan Osszegytiljenek, mert akkor a a sorszdmok Osszege 14k,
aminek 14-es maradéka nulla, szemben az induldé 7-es maradékkal.

b) Ha tetszGleges iranyban, de szomszédos fara ugranak, akkor a sorsza-
mok Osszege nullaval, +2-vel vagy —2-vel valtozik, azaz paros szam-
mal, és igy sem kaphatunk nullat, mivel 7-b&l indultunk ki.

A vailasz tehat mindkét esetben nem.

138. Itt azt kell észrevenni, hogy egy 1j parcella elgyomosodasaval a gyomos
parcelldk Osszkeriilete nem valtozik, mert a két ,,belsG” él helyett a két , kiils6”
élt vessziik szamitasba. A 10 X 10-es tabla keriilete 40 mez0, a kiindulasi 9 gyo-
mos parcella keriilete csak 36 mez0, ezért a valasz nem.

Ha 10 gyomos parcella van, akkor elképzelhetS, hogy elgyomosodik a teriilet, pél-
dédul ha a f64tl6 mezd6i gyomosak. Erre a védlasz tehdt igen. (Természetesen az is
lehet, hogy egyetlen 1j gyomos parcella sem lesz, pl. ha csak az elsG sor gyomos.)
139. Vizsgiljuk meg azx* — 10x + 20 polinom és azx* — 20x + 10 polinom he-
lyettesitési értékét azx = 1 helyen! Az els6 polinom helyettesitési értéke +11; a
masodiké —-9. Ha egy Iépésben csak az egyik egyiitthatot valtoztatjuk eggyel,
akkor a polinom értéke is eggyel valtozik. (Egy polinom helyettesitési értéke az
x =1 helyen a polinom egyiitthatéinak Osszegével egyenld.) Barmilyen 1épés-
sorozat utan jutottunk is +11-t8l —-9-ig, egyszer kellett, hogy nulldn alljunk,
akkor pedig a polinom egyik gyoke x = 1 volt.

Szitaformula

140. Mivel 6sszesen 90 darab kétjegyii szam van, ezekbdl kell kivonni azokat,
amelyek oszthatok 2-vel (45 ilyen van, mert minden masodik paros), és azokat,
amelyek oszthatok 3-mal (30 ilyen van, mert minden harmadik ilyen). Ekkor
azonban kétszer vontuk le azokat, amelyek 2-vel is és 3-mal is oszthatok, ezeket
tehat (—1)-szer szdmoltuk, ezért egyszer még hozza kell adni, ha azt akarjuk,
hogy nullaszor szerepeljenek. A keresett kétjegyli szdmok szadma tehéit:
90 — (45 + 30) + 15 = 30 darab. )
141. Az el6z6 gondolatmenethez hasonléan oldjuk meg a feladatot. Ossze-
sen 900 darab haromjegyt szdm van. Ezek kozott 450 darab oszthat6 2-vel ; 300
darab oszthaté 3-mal és 180 darab 5-tel oszthaté van. Azokat a szamokat, ame-
lyek oszthatdak 2-vel és 3-mal (azaz 6-tal = 150 van bel6le), vagy 2-vel és 5-tel
(azaz 10-zel = 90 ilyen van), vagy 3-mal és 5-tel (azaz 15-tel = 60 ilyen szdm
van koztiik), megint kétszer szamoltuk le, ezért egyszer vissza kell adni. Nézziik
most meg, mi tortént 30-cal oszthatd szamokkal, tehat azokkal, amelyek
oszthatoak 2-vel és 3-mal és 5-tel is. Ezeket az els6 menetben 3-szor vontuk le,
majd a masodik forduléban minden 1épésben (hdromszor) visszaadtuk, tehét
most egyszer szerepelnek a jo szamok kozott, azaz most tjra egyszer le kell von-
nunk azokat. 30 darab 30-cal oszthat6 szdm van. Igy az eredmény:

900 — (450 + 300 + 180) + (150 + 90 + 60) — 30 = 240 szam.

142. 999 darab legfeljebb haromjegyii szam van. Ezek koziil 33 olyan van, ami
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30-cal oszthato, 28 olyan, ami 35-tel, és 23 olyan, amelyik 42-vel oszthat6. Ezek
kozott azonban a 210-zel, azaz az 5-tel, 6-tal és 7-tel is oszthatdé szamokat
haromszor szdmoltuk le. Négy ilyen legfeljebb hdromjegy(i szam van, és ezeket
egyaltaldn nem szabad szamolnunk. A keresett szamok szama tehat:

33 +28+23-3-4="172.

143. Az osszes legfeljebb 8 jegy(i szamok szama: 3°. Ezek kozott vannak
olyanok, amelyek csak kétféle szamjegyet tartalmaznak, pl. csak 6tost és hatost,
vagy csak hatost és hetest, esetleg csak 6tost és hetest. Kétféle szamjegybdl
osszesen 2% szam készithetd. Tehat le kell vonni 3 - 28 szamot. Ekkor azonban a
csak 5-Ost vagy csak 6-ost vagy csak 7-est tartalmazd szaimokat kétszer vontuk
le, ezért egyszer vissza kell adni. A keresett szam tehat: 3°— 328+ 3 =1932,
144. Az 6t0s szamrendszerben 0t szamjegy van: 0; 1; 2; 3; 4. Az Osszes 8-jegyli
szamok szdma 5-0s szamrendszerben ezért 5°. Ezek koziil nem felelnek meg
azok, amelyek csak 3 szamot tartalmaznak az 1-2-3-4 koziil, és lehet még benne

4
0 is. A 4 szambdl a szerepl§ 3-at [3]-féleképpen tudjuk kivélasztani, és a

kivalasztott 3 szdmbol és a 0-bol 4° darab szam képezhets. Ekkor azonban
azokat a szamokat, amelyekben csak kettd szerepel a kivéalasztott 3 szdmbdl,

4
tobbszor szamoltuk. Négy szambol 2-t [ZJ-féleképpen tudunk kivélasztani, és a

két szambol és a 0-bol 3° szam képezhets. Most azokat kell még kivonni, ame-
lyek az 1-2-3-4-b6l csak egyet tartalmaznak, és még a nullat. Ezek szama

[1] -28, Még a csupa 0-bol 4116 szamot kell megnézni, hogy hanyszor szdmoltuk

le. Ha végigkovetjiik, akkor 1 — 4 + 6 — 4 = —1-szer szamoltuk, ezért most még
egyszer hozza kell adni. A keresett szdmok szdma:

58— ! 38—
3

4
48+

4
284+ 1 =166824.
2 1




