Halmazelmélet

Halmazok megadasa

145. Amikor a halmazt koriilirassal vagy valamilyen tulajdonsidgaval adjuk
meg, barmilyen elemrdl egyértelmiien el kell tudnunk donteni, hogy beletar-
tozik a halmazba vagy sem. Ezért nem hataroznak meg halmazt az a), b), [)
korilirasok.

PlL. a b) esetben egy szGkésbarna haji lanyrél nem donthetd el egyértelmien,
hogy a halmazba tartozik vagy sem.

A d) esetben pl. a bejelentett lakcim alapjan donthetiink, a k) pedig tires hal-
maz, hiszen nincs legnagyobb primszam.

A c¢) ésd) csak adott idGpontban hatdroz meg egyértelmiien egy halmazt, hiszen
mind az osztaly Osszetétele, mind Budapest lakossdga folyamatosan valtozhat.
Az e) ésj) koriilirast is pontositani kell, hiszen kiilonbodz6 id6szakokban mas-
mas elemek tartoztak a halmazba. Pl. e): Budapest hidjai napjainkban; j):
olimpiai versenyszdmok Sydneyben, 2004-ben.

A tobbi esetben a koriilirdsok, illetve diagramok

halmazt hataroznak meg. Pl.: az f) halmaz: {a gi-

zal piramisok; Babilon falai; Szemirdmisz fiig- [4] [B]
gOkertje; az oliimpiai Zeusz-szobor; az epheszo-

szi Artemiszion; a halikarnasszoszi Mauszo-

leion; a rhodoszi kolosszus}; vagy a g) halmaz

welemei”: Léndrd Fiilop (1862-1947), Bdrdny

Robert (1876-1936), Zsigmondy Richard Adolf

(1865-1929), Szent-Gyorgyi Albert (1893-1986),

Hevesy Gyorgy (1885-1966), Békésy Gyorgy (1899—

1972), Wigner Jené (1902-1995), Gdbor Dénes

(1900-1979), Poldnyi Janos (sz. 1929), Wiesel Elie

(sz. 1928), Harsdnyi Janos (1920-2000), Olih

Gyorgy (sz. 1927), Kertész Imre (sz. 1929), Avram [C]

Hershko (sz. 1937).

146.4)Pl: A={xeN*|x<6},B={beN |4<b<9},C={2k | 1<k<6
éskely.

b) PL.: 146. ébra.

147. A=12,3,5,7}); B=1{0,1,4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81}. A C halmaz ele-
meit adott id6pontban, a konkrét osztaly esetén sorolhatjuk fel.

148. Egy halmazban egy elemet csak egyszer sorolunk fel. Ezért a didkok
lehetséges testmagassagainak halmaza cm-ben {158, 159, 161, 162, 165, 170,
171,173, 174, 176, 177, 181}, ez 12 elemi halmaz. A didkok halmaza 16 elemdi.
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149. Hivatkozzunk a tanulOkra a sorsza-

mukkal! Ekkor B ={4, 6, 7,9, 11},
|B] |F] F={2,4,5711},K=42,3,4,7,9, 14}, s a
Venn-diagram: (149. 4bra).
150. a) A = {Belgium, Franciaorszag, Hollan-
dia, Luxemburg, Németorszag, Olasz-

‘ \ orszag, Nagy-Britannia, Dania, Iror-
v szag, Gorogorszag, Spanyolorszag, Por-
tugalia, Ausztria, Finnorszdg, Svédor-

szdg, Ciprus, Csehorszdg, Esztorszdg,
Lengyelorszag, Lettorszag, Litvania,
Magyarorszag, Malta, Szlovékia, Szlo-
vénia};
]| b) B=1{2,3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,
37}
c) a végzddések utolsd szamjegye perio-
dikusan ismétlodik, C = {1, 2, 4, §, 6};
d) D =10, 3, - 3};

e) E =0;
) F ={11, 14, 17, 20};
g) G =0.

151.Aza),d),e),f),g), h), 1) esetben raciondlisak a szamok.

Ab) ésc) esetben a ‘/; kifejezés (n € N) akkor, és csak akkor racionalis, ha n
négyzetszam; az i) esetben pedig a tizedes tort végtelen, nem szakaszos.

152. A=10,1,2,3,4,5, 6}. Igaz allitdsok: a); d); g).

1€ A és A€ B, de ebbdl nem kovetkezik, hogy 1 € B; altaldban ha xe A4 és
A € B, akkor ebbdl még nem kovetkezik, hogy x € B.

153. Az alabbi tablazatban i-vel jeloltiikk a megfeleld halmazokra vonatkozo
igaz allitasokat.

ZvV | Z | Q | Q" | P
a) | i i i
b) | i i i i i
c) i i
d | i i i
e) [
i) i i i i i

Néhany érdekesebb eset a 30-bol:

Az a) és c) esetek a halmazok zartsagara kérdeznek r; Q" nem zirt sem az
Osszeadas, sem a szorzas miiveletére nézve. Vagyis két irracionalis szam Osszege
és szorzata is lehet raciondlis. Pl. 77 és (1 — ) irracionalis szimok, dsszegiik ra-

cionalis; /2 és /8 irracionalis szimok, szorzatuk racionalis. A d) esetben nem
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tudunk olyan primszdmokat mondani, melyek szorzata is primszam lenne; ez a
definiciébol kovetkezik. Az e) esetben a kivonas miivelete altalaban kivezethet
a halmazbdl: (-2) és (-5) negativ egész szamok, (—2) — (—=5) mar nem az; vagy
pl. (1 + ﬁ ) és ﬁ irracionalis szamok, de kiilonbségiik racionalis. Az f) eset-
ben ha (p + 2) és p ikerprimek, kiilonbségiik 2, ami prim; vagy (p +2) —2=p
is két primszam kiilonbsége ekkor.
154. A={-2,2}, B={2}, C={0, 2}, D={2}, E={0}, F={2}, G={2}.
Egyenl6 halmazok: B=D =F =G.
A h) esetben az (x — 1)* = 0 egyenletnek egyetlen kétszeres gyokével szdmol-
tunk: x = 1. A matematikai sz6hasznalat (ebben és a hasonlé esetekben) nem
kovetkezetes: az (x — 1)(x — 1) = 0 egyenletet ugy is tekinthetjiik, mintha két
gyoke lenne, s ezek egyenldk: x, =x, = 1. Ekkor H ={2},s B=D=F=G =H.
155. Ures halmazok: A4, B, C, E, F, I (jelenlegi tudasunk szerint), J, K. Az iires
halmazok egyenl6k (csak egyetlen iires halmaz van). A G és H halmazoknak
egy-egy elemiik van, de nem egyenl6k egymaéssal.
156.a)32; b) 12; ¢)5; d)3; e 0; f)0; g) oo; h) oo; i) oo; j) 1;
k) 8; 1) 24.
Megjegyzések:
¢) az utolsd szamjegy periodikusan ismétlodik (ez igaz tetszleges egész
szam hatvanyainak utols6 szamjegyére is);
g) mér Euklidész i. e. 300 koriil bebizonyitotta, hogy végtelen sok prim-
szam van (Euklidész: Elemek, IX. 20. tétel);
[) a negativ osztokkal is szamolni kell.

157.0)2 (/2 és-/2); b)0; o1

158.4)0; b)0; ¢)1; d)1; e 1; i1, g)2; h)3.
Nem ugyanazt jelenti pl. {} és {(}}; az el6bbi az iires halmaz, az utébbi pedig
az a halmaz, amelynek egy eleme van, s ez az iires halmaz.
Az f) feladatban az iires halmazt kétszer soroltuk fel elemként, de ez csak egy
elemnek szamit.
159. 4=40,1,2,3,4,5,6},igy |A| =7, |B| =6, |C| = 6. Az igaz allitasok:
a);d).
160. a) {} vagy 0;

b) {a}, {b}, {c}, {d};

¢) {a, b}, {a, c}, {a,d}, ib, c}, 1b, d}, {c, d};

d){a, b, c}, {a,b,d}, {a,c,d}, {b, c, d};

e){a,b,c, d};
) f) A-nak 5 (vagy tobb) elemii részhalmaza nincs.
Eszrevehetjiik, hogy pl. az 1 elemi és a 3 elem(i részhalmazok kiegészitik
egymast, parba allithatdk, igy ugyanannyian vannak.
161. Az elemszamok: | A[ =8, |B| =10, |C| =4, |D| =4, |F| =20. E nem
része H-nak, F pedig nem val6di részhalmaza.
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szamok halmazanak nincs ko6zos
eleme, egyesitésiik a valos szamokat
adja. ICR, Q" CR,NCZCQCR,

PCZCQCR; igy pl. NCQ stb. is

teljestil.
163. Az egyes halmazokat téglala-

pokkal szemléltetve a 163. 4bra
CD Venn-diagramjat kapjuk.

Részhalmazok: P. NCRCPCTR
vagy NCTCPCTR.

164. Igaz allitasok: a); c¢); i);

[TR] k); 1); m); o), q); s); u).
Megjegyzések:
ﬂ d) 1€ A és A€ B, de ebbdl nem

Ii kovetkezik, hogy 1 € B; altaldban ha
xe A és Ae€B, akkor ebbdl még
N nem kovetkezik, hogy x € B.
k), 0): Minden halmaz része énma-
ganak.
D] u) Az iires halmaz minden halmaz-

nak részhalmaza.

m 162. A racionalis és irracionalis
Q]

165. a) Igaz.

b) Nem eldonthetS, pl. 4 ={1, {a}} esetén a ¢ A, mig A ={a, {a}}

eseténa € A.

c) A=B.
166. Igaz 4llitasok: a); b). A c) allitas hamis, ellenpélda pl. A = B; mig a d)
allitas csak véges halmazokra igaz.
167. a) 3-féle alak, 3-féle szin, 2-féle méret és 2-féle kitdltés lehetséges. A
kombinatorika szorzasi szabalya miatt 3-3-2-2 = 36 darabbdl all a készlet.
|F| =12, |K| =12, |T| =18;
a szorzési szabaly alapjan
FNK|=4,|FNnT| =6,
KnT|=6, |FNKnT| =2.
Szemléltessiik az F, K, T halmazo-
kat, majd irjuk be a megfelel6 hely-
re az egyes tartomanyok elemsza-
mét! Az FNKNT tartomany elem-
szdmanak meghatdrozédsaval kezd-
hetjiik s ,belilrdl kifelé” haladha-
tunk. A bels6 tartomanyok elemsza-
mainak Osszegzése utdn a kils6
FUKUT tartomany elemszamara
8 adodik. (Ezt egyébként szamol-
hatjuk az FNKNT képlettel is.)
Az elemszamok: b) 12; ¢) 4; d)
20; e) 8 f) 12; ¢g) 28; h) 10.
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168.a) |A| =5, b)DCC; DCA; c¢)|A|=5; d) alegnagyobb elem-
szam: |C| = 6.

169. A = B akkor és csak akkor, ha A S B és BC A. Tehat az A és B halma-
zok egyenl6ségekor két allitast kell bizonyitanunk:

1. Minden a € A esetén a € B is teljesiil (vagyis 4 € B).
2. Minden b € B esetén b € A is teljesiil (vagyis BC A).
Thalész tétele és a tétel megforditasa a kovetkezs: a sikon azon pontok hal-
maza, amelyekbdl egy adott CD szakasz derékszog alatt latszik, a CD atmérGji
kor, kivéve a CD szakasz két végpontja.
Ez alapjan két allitast kell igazolnunk:
i) a CD atmérdji kor C-n és D-n kiviili tetsz6leges P pontjdra CPD< = 90°
(Thalész tétele);
ii) ha egy Q pontra COD<C = 90°, akkor Q rajta van a CD atmér&jti koron.
Halmazokkal megfogalmazva: ha
az A halmaz: a CD 4tmérdji kor C-n és D-n kiviili pontjainak halmaza;
a B halmaz: azon Q pontok halmaza (a sikon), amelyekre COD< = 90°;
akkor az A = B egyenlGséget két 1épésben igazolhatjuk.
Megmutatjuk, hogy

I. [1.-nek és i)-nek megfelelGen]: ha P € A, akkor P € B is teljesiil; valamint
IL. [2.-nek és ii)-nek megfelelGen]: ha Q € B, akkor Q € A is igaz.

170.

k 0 1 2 3 4 5
k elemi részhalmazok szama 1 5 10 10 5
5 — k elemi részhalmazok szama 1 5 10 10 5 1

A tédblazat alapjan észrevehetjiik, hogy egy 5 elemii halmaznak ugyanannyi k
elemi, mint 5 — k elem részhalmaza van; vagy a 0 és 5, az 1 és 4 stb. elemi
részhalmazok szima megegyezik.

A péros elemszamu €s a paratlan elemszamu részhalmazok szama egyenld (16).
Az Osszes részhalmaz szama 32 (= 2°).

Mind az 6t éllités altalanosithato tetszGleges n elemszamt A halmazra (n € Z7).

Miveletek halmazokkal

171. Az igaz allitasok: a); d); h); k).
(A b), c), f) esetekben a halmazmiiveletek eredménye nem halmaz.)
172. B=1{4,5,6,7, 8}, igy:

a){1,2,3,4,5,6,7,8}; b) {1,2,3,4,5,6,7,8}%;
c) 14,5, 6}; d) 4,5, 6};
e) {1,2,3}; N A7, 8}

173.a) Q°; b) R, (a negativ valos szdmok és a 0); ¢) azon valds szamok,
melyek nem egészek; d) {xeR|x<-2 vagy 3 <x}; e) Q; f) 0; g) R
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174.a) 77

b) pozitiv paros szdmok halmaza;

¢) a 6-nal nem kisebb természetes szamokat €s a 0-t tartalmazé halmaz;

d) {6k +3|keZ}. B

e) A miiveletet nem értelmezziik (altalaban A a H alaphalmazon csak
A C H esetén értelmezett).
Megjegyzés:
A feladat masképpen is értelmezhets: eldszor tekintsiik a {6k |k € Z}
alaphalmazt, majd ezutdn ebbdl azokat az elemeket, amelyek nem 3k
alakuak. Ekkor a 6k+1 és 6k+2 (k€ Z) alaki szamok halmaza a
megoldas.

f) {6-nal nem kisebb természetes szamok};

g) a negativ egész szamokat, a 6-nal nem kisebb természetes szamokat €s
a 0-t tartalmazo6 halmaz;

h) {6,7,8,9, 10};

i) A=A={1,2,3,4,5}%

j) A=A4=46,7,8,9,10}.
175. Az alaphalmaz elemszama 99.
a)49; b)80; c)66; d)9; e)89; f)5; g)91; h)25; i)nem értelmezziik.
176. a) B = azon tanul6k halmaza ebbdl a csoportbdl, akiket nem hivtak be
biol6giabol a szébeli forduldra. (Vagy: a biologidbol legfeljebb 18 pon-
tot elért tanul6k halmaza.) Hasonl6an értelmezhetjiikk az F és K hal-

mazokat is.
b) |B| =12, |B| =15— |B| =3; hasonléan |F| =12, |F|=3, |[K|=5,
K| =10.

177. a) ésb): legfeljebb kétjegyti, 2-vel vagy 3-mal oszthato pozitiv egész szamok;
c) ésd): legfeljebb kétjegyti, 2-vel €s 3-mal oszthatd pozitiv egész szamok
(vagyis a 6-tal oszthat6 szamok);
e) azok a legfeljebb kétjegyli pozitiv egész szamok, amelyek parosak, de
3-mal nem oszthatok (vagyis a 6k + 2 és 6k + 4 alakt szdmok);
f) azok a legfeljebb kétjegyli pozitiv egész szamok, amelyek 3-mal oszt-
hatok, de 2-vel nem (vagyis a 6k + 3 alaki szamok);
g) azok a legfeljebb kétjegyli pozitiv egész

@ szamok, amelyek a 2 és 3 koziil legfel-

jebb az egyik szdmmal oszthatok

(vagyis nem oszthatdk 6-tal);

4] (3] h) azok a legfeljebb kétjegyli pozitiv egész
szamok, amelyek sem 2-vel, sem 3-mal
nem oszthatok.

|H| =99, |4] =49, |B| =33, |AnB| =

= 16. Szemléltessiik a halmazokat!

A 177. ébran az egyes tartomanyokba a

részhalmazok elemszamat irtuk, a kitoltést

az A N B tartomannyal kezdtiik.

33 Ez alapjan az elemszdmok: a) és b): 66;

H | ¢)ésd):16; e)33; f)17; g)83; h)33.
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178. Igaz éllitdsok: b); c¢); d); e). .
A c¢) allitasban az A C H kitétel felesleges, hiszen A-t csak A CH esetén
értelmezziik.
179. a) Azon didkok halmaza, akik az els6 vagy méasodik forduléban legalabb
35 pontot értek el.
b) Azon didkok halmaza, akik a masodik és a harmadik forduldban is
legalabb 35 pontot értek el.
¢) Azon didkok halmaza, akik az els¢ forduldban elértek 35 pontot, de a
harmadikban nem.
d) Azon didkok halmaza, akik a masodik forduléban elértek 35 pontot,
de a harmadikban nem.
A tanulOkra sorszamukkal hivatkozhatunk. Ekkor A4 ={4, 5, 7, 8, 12, 13},
B=1{1,3,4,5,7,8,9,12,13},C=13,5,6,8,9, 10, 12, 13, 14, 15}, s ez alapjan
az elemszamok:e) 12; f) 6; g)3; h) 2.
180.4) ésb): (1), (2), 3); ) ésd): (2 ) (1) f) (3).
181. Mivel B = {8, 10, 12, 14, 16, 18} és C = {3, 6, 9, 12, 15, 18}, ezért:
a) ésb): {2,3,4,6,8,9,10, 12, 14, 15, 16, 18}; c¢) ésd): {12}; e) {2, 4};
H12,4,6,12}.
182.4) ésb): (1), (2), (3), (4), (5). (6). (7); ¢) ésd): (4);
e) (A \ B): (1)-es és (5)-0s tartomanyok; C: (4), (5), (6), (7) tartoményok; igy
GABLCD; 4 (0,0 (6% B\C: (). ) ey A\ B10): (D)
4), (5).
183. A harom miivelet végrehajtasdnak sorrendje tetszéleges. Eredményiil
minden esetben az A, B, C és D halmazok egyesitését kapjuk. (Vagyis azoknak
az elemeknek a halmazat, amelyek legalabb az egyik halmazban benne van-
nak.)
184. A hirom miivelet végrehajtdsdnak sorrendje tetszSleges. Eredményiil
minden esetben az A, B, C és D halmazok k6zos metszetét kapjuk. (Vagyis
azoknak az elemeknek a halmazat, amelyek mind a négy halmazban benne van-
nak.)
185. a) 185. dbra.
b) (AuB)\C=1{1,2,3,10},
AUB\C)={1,2,3,4,5,10};
c)(ANB)\ C={2}, An(B\ C)={2}.
186.a) AUB: (1),(2), (3), (4), (5), (6)-0s tar-
tomanyok; C: (4), (5), (6), (7); igy
(AUB)NC: (4), (5), (6);
b) (1), (2). (4). (5). (6);
¢) (2), (4), (5), (6), (7);
d) (2), @), (5);
¢) AUB: (1), (2), (3), (4). (5), (6)-0s tar-
tomanyok; C: (4), (5), (6), (7); igy
(AUB)\C: (1), (2), (3);
£ (1. ). 3), (4). 5);

g) (6);
h) B: (2), (3), (4), (6); C\ 4: (6), (7); igy
Bn(C\ A): (6);
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1) (1), (2), 3), (4), 5);
J) (3);
k) (2);
l) B: (2),(3), (4), (6); CN A: (4), (5); igy B\ (Cn A): (2), (3), (6);
m) (4), (5), (6)- _
187. A = {0 és a 10-nél nem kisebb egész szamok}, B = {legfeljebb kétjegyii
paros természetes szamok} U {legalabb haromjegyli természetes szamok}.
188.a) A={xe€Z|-9=<x< -3, valamint 6 <x < 9};
b) B={xcZ|-9<x<-6vagyx=9};
c) A= A;
d) Ha az alaphalmaz B, A =B\ A ={-5,—4,-3,6,7, 8}.
189. a) {0};
b) Zy (vagyis Z"U {0});
o)1
d) Q\ Z; azon racionalis szamok halmaza, amelyek nem egészek (képlet-

a
tel: A alakt szdmok, ahol a, b€ Z, (a, b)=1, b#=+1 (és persze

a,b#0));
e) Q'
f) nem értelmezziik, Q ¢ Q;
g) nem értelmezziik, N ¢ Q".
190. a) (3), (4);
b) (1), (4);
¢) (4);
d) (1), (3), (4);
e) (2), (3), (4);
), (2), (4).
191.4) {1,3,7,9, 11, 13, 17, 19};
b) H\ {5, 10};
c¢) H\{1,3,5,7,9};
d) {11, 13,17, 19};
e) H\{15};
f1{1,3,7,9,11, 13, 15, 17, 19};
g) {11,12,13, ..., 19}.
192. a) {a legalabb egy forduléban 35 pontot elért diakok};
b) {a mindharom forduléban 35 pontot elért didkok};
¢) {azok a didkok, akik az els6 két forduloban elérték a 35 pontot, de a
harmadikban nem};
d) {a csak az els6 forduldban 35 pontot elért diakok};
e) {a csak az els6 forduldban 35 pontot elért diakok};
f) {a legfeljebb a 2. forduléban 35 pontot elért diakok};
g) {azok a diakok, akik egyik forduléban sem érték el a 35 pontot};
h) {azok a didkok, akik legfeljebb két forduldban érték el a 35 pontot};
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i) {azok a didkok, akik a masodik vagy harmadik forduléban elérték a 35
pontot, de az els6ben nem};

j) {azok a didkok, akik az els6 forduloban elérték a 35 pontot, de a
masik két forduloban nem}.

Eszrevehetjiik pl. a d) és e) valaszok alapjan, hogy (4\B)\C= A\(BUC).

193.

194.

a) (3), (6), (7), (8);

b) (7), (8);

¢) (1), (2), 3), (5), (7), (8);

d) (1), (2), (3), (4), 5), (8);

e) (8);

5 (1) (2), (3), (5), (6), (7), (8);

g) (1), (2), (4), (5), (6), (7), (8);

h) (1), (5), (6), (7), (8);

1) (1), (2), (3), (7), (8);

J) 3), (7); (8);

k) (1), (3), (8);

D (D), (3), (6), (7), ()

a) A UB tartomanyai: (1), (2), (3), (4), (5), (6); (A UB)\C tartoméanyai:
(1), (2). 3); AUB)\C tartomdnyai: (4), (5), (6), (7). (8);

b) (6), (7), (8);

¢) (1), (2), (3), (4), (5), (7), (8);

d) (1), (2), (3), (4), (5), (7). (8);

e) (6), (7), (8);

5 (1) (2), (4), (5), (6), (7), (8);

g) (1), (3), (4), (5), (6), (7), (8);

h) (1), (4), (5),(7), (8).

Eszrevehetjiik, hogy (BN C)\A = BN (C\A), vagyis (BNC)\ A=Bn(C\ A).

195.

196.

a) Azok az elemek tartoznak az (AUB)UC halmazba, melyek osz-
lopaira igaz, hogy az els6 hdrom sordnak valamelyikében 1-es van.
(AuB)UC=={1,2,4,5,6,8,9, 10};

b) AN (BNC)={4} (az aktuélis oszlop els6 harom soraban 1-esnek kell

lennie);
c) (AnNB)UC=A{1,2,4, 5, 8, 9, 10};
d) Au(C\D)={1,2,4,5, , 9, 10};

e)AU(C\B)={1,2,4 1}

f) (AUC)\(BUD) = {5, 10} (A vagy C soraban 1-es all, B és D soraban
0);

g) AUB =1{3,5,7} (A és B sordban is 0 all);

h) Bn(C\D) = {4,9} ={1,2,3,5,6,7, 8, 10};

i) AUBUC = {3, 7} (az els6 harom sorban 0-nak kell lennie);

J) B\O)\A =11,2,3,4,5,7,8,9,10} (nem 0 — 1 — 0 kezdet{i oszlopok);

k) AnC ={3,6,7} (A és C sordban is 0 van).

a)[3;7]; b) 1556 ¢ [3;5]; d)[6;7].
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197. Vegyiik észre, hogy D CC! Ezért

[H] CuD=C.CnD=D,D\C=0.
a)C; b) D; c) -2, 1[u{5}; d) 0;
" L7] e) [-10; —2]U]5; 10]; f) D;
R LY g) C =[-10; —2]U15; 10];
h) D = [-10; 1[U[5; 10];
D] i) C\D = [-10; —2] U ([1; 10] \ {5}); j) H.
198.

a) [-5; —2[U]7; 15];

b) [-5; =2[ U ]10; 15];

¢) [-5; 6] U]10; 15];

d) [-5; 7] U [11; 15];

e) [-5; —2[u[11; 15];

D) [-5; 6]U]7; 15];

9) B\O)\A =0 =H;

h) [=5; 1] U]7; 15];

i) AUB)NC = BN C =[-5;6]U]10; 15];
j) AuBNC)= AUB =[-5; -2[U]10; 15];
k) ANB)UC = BUC =[-5; 1]JU[11; 15];
) ANBUC)= ANB =[-5; 1]U]7; 15].
199. T és D kozds része a négyzetek N halmazat, D és TR T-n kiviili k6zds
része a rombuszok R halmazat adja (4bra).

200. Ha egy négyszog deltoid és trapéz is, akkor rombusz; ha pedig egy négy-
szO0g rombusz és hurnégyszog, akkor négyzet.

HNDNT az abra szerinti (4)-es tartomany, ez a négyzetek halmaza.

A nem négyzetek koziil (2) a derékszogli deltoidok, (5) a hurtrapézok, (6) a
rombuszok halmaza.

201. CNT arombuszok €s téglalapok halmaza.

A kozéppontosan szimmetrikus négyszogek a paralelogrammék, C = {parale-
logrammak}. A tengelyesen szimmetrikus négyszogek lehetnek deltoidok, ha a
tiikkdrtengely két csicson megy at (jeldljiik a halmazt D-vel); valamint lehetnek

201.

©)

=

[¢))
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szimmetrikus trapézok, ha a tiikortengely két oldalon megy at (jelolés: ST).
Ekkor T=DUST, CNT=Cn(DUST).
A CN T halmaz a Venn-diagram szerinti (2)-es, (4)-es és (5)-0s tartomanyokat
jelenti. (2) és (4) a rombuszok halmaza (ebbdl (4) a négyzeteké), (5) pedig azon I I
téglalapoké, amelyek nem négyzetek.
202. A\B=0;B\A={PcS|5cm < OP=<8 cm} (az 4bra szerinti (2)-es tarto-
many a bels hatara nélkiil); 4 = {P€ S| 5 cm < OP} ((2)-es és (3)-as tartomany).
203.4a) {PS| OP < 5cmés QP > 8 cm};

b) {PeS| OP < 5cmés QP < 8 cm};

c){PeS| OP > 5cmés QP < 8 cm};

d) {PeS| OP > 5cmés QP > 8 cm};

e) {P€S| (OP < 5cm és QP > 8 cm) vagy (OP > 5 cm és QP < 8 cm);

f) {P€S| (OP < 5cmés QP > 8 cm) vagy (OP > 5 cm és QP > 8 cm)};

g) {P€S| (OP < 5cm és QP < 8 cm) vagy (OP > 5 cm és QP > 8 cm)}.
204.a),b),c): Az A, B, C halmazok a 204/a. abréan lathatok (a szaggatott vo-
nallal jelolt hatar nem tartozik a ponthalmazhoz). _

d) AnB: 204/d. abra, e) ANC: 204/e. abra, f) BN C: 204/f. abra

204/a. 204/d.
o )
(’{(/A
N
N
\\ 7T
Jd C
N
: i x
204/e. 204/f.
N/ A W A
</,</\ y /9& 7
A 3 I YT T - \\/1"
5
1+ /|
: > // T >
1 d id
_1/_{
/

205.a) AXB=A(1;1),(1;2), (1;3),(2; 1), (2; 2), (2;3), (3; 1), (3; 2), (3; 3)};
b) BXA = AXB;
¢) AXC={(1;2), (1;3), (1;4), (2, 2), (2 3), (%3 4), (3; 2), (3; 3),
G4k
A CXA={(21),(252),(23), (3 1),(3;2), (3;3), (4 1), (4 2), (4 3)}.
Altalaban is igaz, hogy ha 4 = B, akkor A X B = B X A.
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206. A ponthalmaz téglalap, két zart és

két nyilt oldallal.

207.a) A\B={1,2}, (B\ A)={6, 7},

igy (A\B)U(B\ A) =

T :{L 2, 65 7}5

b){1,2,6,7};

¢c) AANB={1,2,6,7};

| | 13 d)(AAB)AC={1,2,6,7} A

3 3 A{2,4,6,8,10} ={1,4,7,8,10};

e) ANBAC)={1,2,3,4,5} A
N{2,3,5,7,8,10} =

. ={1,4,7,8, 10}.

Altalaban is igaz, hogy 4 A B=(A\B)U(B\ A), valamint (4 A B) A C=

=AABACQ).

208.4a) 0; b) 0.

209. Az elemszdmok: a) a*; b)ab; ¢)0; d)0; e)0ésa+ bkozotti egész

szam; f) a.

210.a)B; b) A; ¢)0; d) — e): azon B-beli elemek halmaza, amelyek A-

ban nincsenek benne; f) 0.

A halmazok elemszama: a) b; b)a; ¢)0; d)b—a; e)b—a; f)DO.

211. Ha AnB =B, akkor BC A. a) A; b) azon A-beli elemek halmaza,

amelyek B-ben nincsenek benne; c¢) @#; d) ; e) azon A-beli elemek hal-

maza, amelyek B-ben nincsenek benne.

212.a) A; b) B; c¢)B; d) A.Azclemszamok: a) a; b) b; c¢) b; d) a.

213.Ha A\B=0,akkor ACB.a)B; b) A; c¢) — d): azon B-beli elemek

halmaza, amelyek A-ban nincsenek benne; e) 0.

214. Igaz mindegyik 4llitds, és a megforditasuk is.

215. Szemléltessiik az A, B, C halmazokat Venn-diagrammal! (215-221. fel-

adatok; az 4brdn sorszdmoztuk az egyes tartomanyokat.)

a) AC A tartoméanyokkal felirva az (1)U (2)U(4)U(5) S (3)U(6)U(7)U
U (8) tartalmazast jelenti, s ez csak akkor teljesiilhet, ha A = @;

b)az (1), (5), (3), (6) tartomdnyok {ires
halmazok, vagyis A = B;

¢) ures tartomanyok: (1), (5), (3), (6), igy

A=B.

216.

a) (1) U(2) U (4) U (5)=(1)U(2)U
U@)ud)u3)u(o), igy (3), (6) tres
halmazok, B C A;

b)BC A,

¢) (2)u(4) = (1)U (5), vagyis A = 0;

d) mindig igaz.

217.a) B=C;

b) (1) = (1)U (5), vagyis az (5) tartoméany

iires halmaz;

¢) (1) = (1)U (5) N (1)U (2)) = (1),

vagyis mindig igaz, azonossag.
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218. a) (%) UR)UuB)=((DHuG)u((Hu(2)=1)u2)U(d), tehat azonos-

Sag,
b) (2), (4), (5) iires halmazok;
¢) 2)udUB)=2)u@)u(5)uU(6)U(7), innen (6), (7) tires halmazok.
219.a)A\(A\B)=((HUR)UE@HUGH\((DHUE)=(R)U@), ANB=(2)u(4),
azonossag;
b) (5) = (4)U(5)) \ ((4) U (6)) azonossig;
c)(HuB)uBuGdG)S(1)uZ)uB3)u (4) U (5) U (6), azonossag.
220.4) 2)=((1HU(2))N((2)U(3)), azonossag
b (HUGUE VA UG VO ()U(3) = 2)UG) U@UE),
azonossag
2m¢wwwaw@w6»wwu@)(@u@n«ﬁwﬁwawm
innen (1)U (4) U (5) = (1), vagyis (4), (5) tires halmazok, azaz ANC =
b) (2), (4), (5), (6) iires halmazok, vagyis semelyik két halmaznak sincs
kozos eleme.
222.a) §; b)A; c¢)@; d)Halaphalmaz; e)@; f)@; g) A\B; h)B\A;
i)(A\B)uAnB)= A; j) AAB.
223.a) AUBUC = C, tehat hamis az allitas;
b) ANBNC = A, hamis az allitas;
¢) x€ A\ B, hamis az allitas;
d) igaz, hiszenx € A;
e) igaz a definici6 alapjan;
f) igaz a definici6 alapjan.

224. Szemléltessiik a halmazokat Venn-

diagrammal, és sorszdmozzuk az egyes tar-
tomanyokat!
a) AUB=(1)u(2)u(3), AUB=(4); 4] |3]
A=(3)U@), B=()U),
AN B = (4). Vagyis az egyenlet két
oldala megegyezik, azonossagot
kaptunk.
b) AnB=(1)u(3)u4), AUB =
= (1) U(3) U (4), azonossag.
225.4) (1)= AUB, (2)= AUB, 3)= | A
= BUA, (4)= AUB.
Ebbdl persze kovetkezik, hogy pl. 4 A B (és barmely kétvaltozés halmazmi-
velet) is megadhatd az unié és komplementer miveletek segitségével, hiszen
AAB=(1),(3),vagyis AAB= AUBU BUA.
b) (1)=ANB,(2)=ANB,(3)= ANB, (4)= ANB.
c) (1)=A\B,(2)=B\ A vagy (2) = A\ B,(3) =B\ A4, (4) = A\B vagy
(4)=B\ A.
226. Tobb megoldas is van.
a) (1)=A\(BUC)vagy (A\B)\C;
b) (2) = (A\C)\ (1), hiszen az (1) tartomanyt mar kifejeztiik;

4
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c) A (2) és (5) tartomanyok a B és C halmazokat tekintve szimmetrikus
helyzettiek, igy (5) hasonldan irhat6 fel, mint (2).
Ezért (4) = A\ (1)U (2)U(5)).

Figyelembe véve az egyes tartomanyok szimmetrikus helyzetét, az unié (és

kiilonbség) miiveletek tovabbi alkalmazésaival nyilvan barmely részhalmaz-

kombinéciok felirhatok.

227. ANBNC=(4), ANBNC =(6), AnNBNC =(7), ANBNC = (8).

Az XNYNZ kifejezésben rendre X helyére A-t, illetve A-t, Y helyére B-t,

illetve B-t, Z helyére C-t, illetve C-t helyettesitve a kifejezés 2-2 -2 = 8 kiilon-

boz6 értéket vehet fel, s ezek éppen az (1), (2), ..., (8) tartomanyok lesznek.

(Ez utdbbi konnyen belathaté: egy adott tartomany esetén sorra el kell donteni,

hogy az A, B, C halmazoknak részhalmaza vagy sem.)

Ezzel az eljarassal haromnal tobb halmaz esetén is barmelyik tartomanyt

megadhatjuk. (Az n szdmu halmaz esetén 2"-féle kifejezést irhatunk fel, s

éppen ennyi a keletkezett tartomanyok szama.)

228.B=(AUB)\(A\B)={1,3,5}, A=(AnB)U(A\B)=11,2,3,4, 6}.

229.B=(AUB)\(A\B)=1{4,5,6,7,8, 11, 12, 13}.

A=(AUC)\(C\A)={1,2,3,4,5,9, 10, 11}.

Mivel C\ 4 ={12, 13, 14,15},s AnBNC = {11}, C hatodik eleme az 4\ B =

=1{1,2, 3,9, 10} halmaz elemei koziil barmelyik lehet. Ot megoldas van.

230. A tanuldkra sorszamukkal hivatkozhatunk. Ekkor 4 = {4, 5,7, 8,12, 13},

B=1{1,3,517,8, 12,13}, C=13, 5, 6, 8, 10, 13, 14}. Szemléltessiik a halma-

zokat Venn-diagrammal!

Az abran (1), (2), ..., (8) jeldli az egyes tartomanyokat.

a) AUBUC =
230. ={1,3,4,5,6,7,8,10, 12, 13, 14};

b) (1): A\(BUC)=1{4};

¢) (1), (3), (7) és (8)-as tartomanyok:
{1,2,4,6,9,10, 11, 14, 15};

d) (1), (3) és (7)-es tartomanyok:

{1, 4,6, 10, 14};

e) (2), (5) és (6) tartomanyok: {3, 7, 12};

1) (5) és (7) tartoményok:

C\B =6, 10, 14};

g) ez a koriiliras nem teljesiil az (1), (3) és
(7)-es tartomanyokra, tehét a d) halmaz
komplementerét kapjuk:

{2,3,5,7,8,9, 11, 12, 13, 15}.
Halmazmitiveletekkel az Osszes tartomanyt megadhatjuk. Pl. a d) feladatban
(A\NBUCHUB\N(AUC)HU(C\N(AUB)=(AAB)YAC=AAL (B AC);
vagy egy masik lehet8ség: (AUBUC)\ ((ANB)UBNC)u(ANC)).
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231. A=1{2,4,6,...,100},B=1{3,6,9, ... ,99}, C={1, 4,9, 16, ..., 100},
D=1{2,3,57,11, ..., 97}.

a) | A| =50.
b) |B| =33.
¢) |C| =90, hiszen 10 négyzetszam van H-ban.
d) |D|=25.

e) |AUB| =50+33-16=67. | AnB| = 16, s ezt szamoltuk | 4 |-ban
és |B|-ban is, tehat egyszer le kell vonni. ANB a 6-tal oszthatd
szamokat tartalmazza H-bol.

f) IBnC|=3;BnC ={3% 6% 9%.

g) |IBND| =1; a H-beli primszamok koziil csak a 3 oszthaté 3-mal.

h) | A\C| =45 mert ANC = {22, 42,62, 82, 102}.

i) |AUC| =45, mert |[AUC| =55.

J) [ANC| =55.

k) |C\A| =95, mert C\ 4 = {1, 3, 5%, 7%, 9°}.

) |CnD| =100, mert CND = 0.

232.a4) |AnB|e{0,1, ..., 8});

b) |AUB|e{11,12, ..., 19};

¢) |A\B|e{0,1, ..., 8};

d) |[B\ Al €{3,4, ..., 11}.

A szélsdértékeket A NB = @, illetve A C B esetekben kapjuk.
233.(A\B)U(ANB)=A,(AUB)\ A= A\B. |A| =5, |B| =3. Erdemes
a halmazokat Venn-diagrammal szemléltetni.

234. | AnB|=|A|-|A\B|=4.Tnnen|B\ A|=5,| AUB|=|A|+|B\ A|=12.
Misképpen: | AUB|=|A| + |B|—| ANB|=7+9—4=12. Erdemes a hal-
mazokat Venn-diagrammal szemléltetni.

235. Szemléltessiik a halmazokat Venn-diagrammal, s jeldljiik (1), (2), (3), ...,
(7)-tel az egyes tartomanyok elemszamait (235/1. abra)!

Ekkor 7 egyenletet kapunk 7 ismeretlennel:

1.(H)+ () =5,

2.2)+@3) =5,

3.(6)+ (7) =4,

4.4)=1,

5()+@)+@B)+ @)+ (5)+(6)=13,

6.(H+R2)+ @+ (O)+(6)+(7)=12,

7.4 +6)+6)+(7)=1.

Az els6 4 egyenlet 6sszeaddsabol | AUBUC| = 15, az 5. egyenletbdl (7) =2, a
6. egyenletbdl (3) =3, a 7., 4. és 3. egyenletbdl (5) + (6) +(7) =6, (5)=2.
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Ezutan az 1., 2., 3. egyenletekbdl rendre meghatarozhatjuk (1), (2), (6) értékeit:
(1)=3,(2)=2,(6)=2.
A 235/11. abran tiintettiik fel az egyes tartomanyok elemszamat.

|A|=8, [B]=8.
236.a) |AXB| =24;

b) (AXB)N(BxX A)={4,5,06}x{4,5, 6}, az elemszam 9.
237. a) Igaz.

238.

b) Hamis; csak akkor igaz, ha ANB = {.

c)Igaz. | ANB| < |A| és | AnB| < |B| egyenl6tlenségek dsszeadd-
sabol kovetkezik. (Egyenléség csak akkor all fenn, ha A4 = B.)

d) Igaz. (EgyenlGség csak akkor 4ll fenn, ha ANB = 0.)

e) Igaz. A=(A\B)U(ANB)és (A\B)N(ANB)=0.

f) Igaz. AN B elemeit kétszer szamoltuk.

g) Hamis. Lehet egyenl6ség is, ha ANB=BNC=CnN A=90.

h)Igaz. |ANBNC | < |A|, |ANBNC | < |B|é |AnNBNC | < |C]|
egyenltlenségek Osszeadasabdl kovetkezik. (Egyenl6ség csak akkor
all fenn, ha A =B=C.)

a) az els6 harom sor valamelyikében 1-es van: §;

b) az els6 hdrom sor mindegyikében 1-es van: 1;

c)7;

d)7;

e) 6;

f) az 1. és 3. sor valamelyikében 1-es szerepel, feltéve, hogy a 2. és 4.
sorokban 0 van: 2;

g) az els6 két sorban 0 szerepel: 3;

h) 8;

i) 2;

j) azok az elemek nem tartoznak ebbe a halmazba, amelyek B-ben
benne vannak, de A-ban és C-ben nem: 9;

k) az 1. és 3. sorban 0 van: 3.
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239. Legyen A és B a 2-vel, illetve 3-mal oszthat6 szamok halmaza. Ekkor | 4| =

=500, |B| =333, | ANB| =166 (AN B a 6-tal oszthatd szamok halmaza). Az

alabbi Venn-diagramon az egyes tartomanyokat (1), (2), (3), (4)-gyel jeloltiik, s

A N B-bol kiindulva meghataroztuk az elemszdmaikat.

a) 500;

b) 333; 239. | 3]

c) 166;

d) | AUB| = 66T;

e) | AAB|=501;

f) | AUB| =667,

¢) pontosan az egyik szammal vagy egyik-
kel sem oszthat6 szamok: (1), (3) és (4)-
es tartomanyok: 834;

h) | A A B| =501; H ) 333

i) az &llitas az (1)-es tartomany szdmaira
nem teljestl: 666;

j) az 4llitas az (1) és (3) tartomdnyokra nem teljesiil: 499;

k) (4)-es tartoméany: 333.

240.70% + 80% = 150%, ezért 50% = 15. Az osztalylétszam 30. Az ellendr-

zést a szOvegbe vald visszahelyettesitéssel végezhetjiik el.

2 3 19
241. 3 + R igy az osztaly T része kozepes tanuld. 30 - ' 8.
2 4
A kozepesnél jobb tanulok szama [? - E] 30 =12, jegyeik Osszege 4-12 = 48.

3 4
A kozepesnél gyengébb tanuldk szdma {5 - 15] -30 = 10, jegyeik Osszege

2,5-10=25.
97
Az Osszes tanuld jegyének Osszege 48 + 25 + 24 = 97, az osztalyatlag 30" 3,23.

242. Els6 megoldds: Jeloljiik az els6, mésodik, illetve harmadik feladatot hi-
batlanul megoldé tanulok halmazat rendre
A, B, C-vel, és szemléltessiik a halmazokat |242/1.
Venn-diagrammal! A 242/1. abran az egyes
tartomanyok elemszamat (1), (2), (3), ...,
(8)-cal jeloltiik, a feladat (8) meghataro-
zasa.

Ekkor a feltételek alapjan a kovetkezd
Osszefliggéseket irhatjuk fel:

M+ +B)+H+G)+(6) +(7) +

+ (8) = 30,

(1) +(2)+(4)+(5) =19,

(2) +(3) +(4) + (6) = 15,

(4) +(5) +(6) +(7) = 18,

@)+ & =7,
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242/il. 24271l
(4) +(6) =10,
(4)+(G5)=9,
(4) =3.

Ebbdl a 8 egyenletbdl a 8§ ismeretlent konnyen meghatarozhatjuk. Az utolsé
négy egyenletbdl (5) =6, (6) =7, (2) = 4, majd folytatva a visszahelyettesitést,
a 2., 3. és 4. egyenletbdl (1) =6, (3) =1, (7) = 2 adddik. Végiil az elsd egyen-
letbdl (8) =1, vagyis egy didk nem tudott egyetlen feladatot sem megoldani.

Az egyenletrendszer megoldasanak hatterében tulajdonképpen az egyes hal-
maztartomdnyok elemszdmdnak rendszeres meghatdrozasa all. Az ANBNC
halmaz elemszdmat ismerve, ,beliilrél kifelé¢” haladva el6szor az (A NB) \ C,
(BNC)\ 4, (ANC)\ B elemszamokat hatdrozhatjuk meg (242/11. abra).
Ezutin az A \ (BUC), B\ (AUC(C), C\ (AUB) tartomanyok kovetkeznek
(242/111. 4bra).

Esvégiil | AUBUC| ismeretében AUBUC meghatérozhato.

Masodik megoldds: | AUBUC | meghatarozasahozaz | A |+ |B|+|C| 6sszegbdl
le kell vonni a kétszeres tartoményok elemszamat, | ANB|+|BNC|+|ANC|-t,
hiszen ezeket kétszer szamoltuk. Ekkor az A N BN C tartomanyt haromszor
hozzaadtuk és haromszor ki is vontuk az ¢sszegbdl, ezért még egyszer be kell

szamitanunk. Tehat: | AUBUC| = | 4|+
+|B|+|C|=]AnB|=-|BnC|-
—|AnC|+|AnBNC|, s innen AUBUC
] 3] szamolhato.

Ha tudjuk, hogy van megoldas, akkor ké-

szen vagyunk. Egyébként az elsé megoldas-
hoz hasonlé médon meg kell bizonyosod-
nunk arrdl, hogy léteznek a feltételeknek
megfelel6 halmazok.
243. a) A Venn-diagramon az egyes tar-
tomanyok elemszdmait rendre a, b, c-vel
jelolve a+b+c=a+b+b+c—>b a bi-
H zonyitand6 azonossag, s ez teljesiil.
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b) A Venn-diagramon az egyes tartoma-
nyok elemszamait rendre a, b, c, ... , g-vel
jelolve a bizonyitand6 allitas: a +b +c +
+d+e+f+g=a+b+d+e+b+c+
t+d+f+d+e+f+g—(b+d)—(d+e)—
—(d +f) +d, s ez teljesiil.

244. Jeloljik A, B, illetve C-vel az 1000-
nél nem nagyobb pozitiv egész szamok ko-
ziil a 2-vel, 3-mal, illetve 5-tel oszthaté
szamok halmazat! Ekkor| 4 | =500, |B|=
=333,|C| =200, | ANB|= 166, |BNC|=
=66, | ANC|=100,|] ANBNC|= 33. (PL
AN B a?2-vel és 3-mal, vagyis 6-tal oszthat6
szamok halmazat jelenti.)

a) Alkalmazzuk a logikai szita formulat! | AUBUC|=|A|+|B|+|C| -
—|ANB|—|BNC|—|ANC|+|ANBNC| =500+ 3334200 — 166 — 66 — 100 +
+ 33 =734;

b) AUBUC = 1000 — 734 = 266;
c)|A|-|ANB|-|AnC|+|ANBNC|=500—166 — 100 + 33 = 267

(az | ANBNC|-t kétszer is levontuk | A |-bol, ezért egyszer hozzé kell adni);
d)|ANB|+|BNC|+|ANC|-3]| ANBNC| =166+ 66 + 100 — 3 -33 = 233,
hiszen az A N B N C tartomany elemeit haromszor is szamoltuk.

245. Szemléltessiikk a harom halmazt Venn-diagrammal, s ,beliilr6l kifelé”
haladva irjuk be az egyes tartomanyok elemszamat (abra).

A feladatnak nincs megoldasa, hiszen nem lehet negativ azon tanuldk szama,
akik angolul és németiil tanulnak, mig francidul nem. (Az ellentmondéas abbdl
a feltételbdl kovetkezik, hogy angolul és németiil ketten, mig mindhdrom nyel-
ven harman tanulnak.)

Altaléban is igaz, hogy a logikai szita alkalmazasakor feltessziik, hogy 1étezik
megoldas. Hogy ez valoban igy van, arrdl ellendrzéssel gy6zddhetiink meg.
246. a) Mivel 20+ 22 +25=67=2-30+ 7, ezért legalabb 7-en beszélnek
mindhdrom nyelven. A maximalis érték 20, amikor az 6sszes francidul beszéls
a masik két nyelven is beszé€l; s minden 7 és 20 kozotti érték lehetséges.

b) Az dbran az elemszamokat a, b, ... , g-vel jeloltiik. Ekkora + b + d + e = 20,
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b+tc+d+f=22,d+e+f+g=25,s mi-
vela+b+c+d+e+f+g=30,ezért b+
+e+f+2-d=37. Akérdés b+d +e +f.
Az a) feladat megoldasaban lattuk, hogy
7<d<20; b+d+e+f=37—-d, ezért a
két vagy harom nyelvet beszél6k szama 17-
t6l 30-ig terjedhet, vagyis legalabb 17.
247. | A| és |B]| osztéja 60-nak.

| AUB| > 10; akkor lehet egyenl&ség, ha
pl. |A| =6, |B|=10és A<B.

| AUB| <61; akkor lehet egyenlGség, ha
pl. |A| =1, |B|=60é AnB=40.

| ANB| =0,ha AnB = 0.

| ANB| <6; akkor lehet egyenlSség, hapl. | A| =6, |B| =10és A CB.
248. Az abran az elemszamokat a, b, ... , g-vel jeloltik. Ekkora +b +d +e =
=7,b+c+d+f=8d+e+f+g=9,d=3.Innena+b+c+d+e+f+g=
=7+8+9—-b—e—f—2-3,vagyis 18 — (b +e +f).

| AUBUC| <18; | AUBUC| = 18 akkor lehet, hab =e =f =0, vagyisa = 4,
c=5,g=6.

A b +e legfeljebb 4 lehet, ha a = 0; f legfeljebb 5 lehet, ha ¢ =0.

Igy | AUBUC| =18 —(b+e+f)=18—(4+5)=09.

249.4) | A|+|B| +|C| =24, de legaldbb harom elemet kétszer szamoltunk,
ezért | AUBUC| <21. Ez a maximum elérhetS. (A 249/1. abran az egyes
részhalmazok elemszamait tiintettiik fel.)

| A|+|B|+|C|=24, és minden elemet legfeljebb kétszer szamolhattunk,
ezért | AUBUC|=12. A minimumot akkor kaphatjuk meg, ha minden elem
pontosan két halmazhoz tartozik. (A 249/11. abran x, y, z-vel jeloltik a
megfeleld részhalmazok elemszamait.)

Ekkorx+y=7,x+z=38,y +z=9. Az egyenletek Osszeaddsa utdnx +y +z =
=12, az egyenletrendszer megoldasa x =3, y =4, z=15, tehat a minimum
elérhetd.
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b) Az a) megoldas gondolatmenetével | AUBUC| <22, s ez a maximum
elérhetd (249/111. abra).

A minimum meghatarozasakor azx +y =7, x +z =8, y + z = 10 egyenletrend-
szernek nincs megoldasa a természetes szamok halmazan, ezért van olyan elem,
amely csak egy halmazba tartozik. | AUBUC| = 13, az egyelGségre egy konst-
rukcidt a 249/IV. dbra mutat.

250.a) | AUBUC| =7, egyenlség lehet, hapl. C € AUB.

| AUBUC| akkor lehet maximalis, ha | AUB|=| A |+ |B]| stb., vagyis min-
den elem pontosan egy halmazhoz tartozik. (A 250/a. dbran x, y, z-vel jeloltiik a
megfeleld részhalmazok elemszamait.)

Ekkor azx+y=7,x+z=7,y+z=06 egyenletrendszer megoldasa (x, y, z) =
=(4,3,3), | AuUBUC]| =10.

b) | AUBUC| =38; egyenldség lehet, ha pl. C € A UB.

A maximum meghatarozasa: | AUB|+|AUC|+|BUC| =21, paratlan szam.
Nem lehetséges, hogy ebben az §sszegben minden elemet pontosan kétszer sza-
moltunk; legalabb egy elem két halmazhoz is tartozik. Az| AUB U C| = 10 ma-
ximumra egy példa a 250/b. 4bréan lathato.
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251.a) | A A B| =2, igy a lehetséges elemszamok:

| A\ B| 2 1 0
|B\ 4] 0 1 2
| A| 5 4 3
|B| 3 4 5

b) | A A B| =3, igy a lehetséges elemszamok:

|A\B] 3 2 1 0
B\ 4] 0 1 2 3
| A 5 4 3 2
|B| 2 3 4 5

c) Az AnB, A\B, B\ A kozos elem nélkiili részhalmazok elemszamanak

= 21-féleképpen oszt-

) 7
Osszege 5. Ot elemet harom (kiilonbdz6) halmazba [5

hatunk szét. Ez a 21 eset barmelyike az a) és b) megoldasokhoz hasonldan vizs-
gilhaté: |A|=|A\B|+|ANnB|, |B|=|B\A|+|ANB|. Az 5=|AUB|>
>| A|=0és5>|B|>0 egyenl6tlenségekbdl kovetkezSen A és B minden 0 és 5
kozotti értéket felvehet.
1 1
252. Ha x€H, akkor —€H, —xcH és — cH. Hax#+1, |H| 4-gyel
X X

oszthat6. Ha 1 € H, akkor —1 € H és forditva, |H | ekkor is paros.

1
253. HaxcH, akkor — € H. Hax # + 1, |H| paros. 1 és —1 reciproka 6nma-
x

ga, ezért |H | paratlan is lehet, ha 1 vagy —1 koziil (pontosan) az egyik szdm H-
hoz tartozik.

254. Szemléltessiik a halmazokat Venn-diagrammal, s jeloljik (1), (2), (3), ...,
(7)-tel az egyes tartomanyokat (254. abra)!
A 2. feltétel miatt a (7) részhalmaz tires hal-
maz; az 1. feltétel miatt (2), (4) és (5) nem
tires halmazok; a 3. és 4. feltétel miatt (1),
(3), (6) tires halmazok, valamint a (2), (4)
€s (5) részhalmazok elemszdma 1.

Pl: A={b,c},B=1{c,a}, C={a,b}.

Megjegyzés:

A megoldast egyszerli geometriai konstruk-
cioval is megadhatjuk: legyen a harom elem
egy haromszog harom csicsa, s a harom-
sz0g azonos oldalain lev6 két-két csucs al-
kossa a harom halmazt.
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255. Legyen az ANBNCND tipusi részhalmazok elemszéma 1 (a lehetd

legkevesebb). Ilyen tartomany

2] = 6 darab van, s mivel barmely harom hal-

maz metszete iires halmaz, A UBUCUD legalabb 6 elemli. Ha minden mas
tartomany elemszdma 0, akkor a 4. feltétel is teljesiil. Megfelel§ pl. az alabbi
négy A, B, C, D halmaz (a sorokban az egyes halmazoknal 1-est irtunk, ha az
aktualis elem benne van a halmazban, 0-t, ha nincs):

f [255. |

ol QR H N
SO~
(=N Rl B

O|l=|=|lo|lX

== 0

el =l = s
el Ll E=l =)

Adhatunk geometriai konstrukciot is.

Kételemi halmazokkal a feladat nem oldhaté meg; haromelemi halmazokra
példa a teljes négyoldal. Ennek csicsai az elemek, s egy-egy halmazba az egy
egyenesen 1évs pontok tartoznak (ébra).

— 5
256. Mivel ANBNCNDNE #@,silyen tipusu tartomany [4] =5 darab van,

ezért | AUBUCUDUE| > 5. A konstrukcié meg is val6sithato:

—_ | O = = = O

— == O =X
el el e el E=N s

o0&
O == ==
el el E=R =l R s}

257. Elsé megoldds: Pl. az abra A, B, C
halmazainak (i)-vel jelolt részhalmazaiba
keriiljenek a 7k + i alakd szdmok, ahol k € Z;
s a 7k alaku egész szamokat kihagyjuk.
Mdsodik megoldds: A (7) tartomany legyen
az iires halmaz; a tobbi (i) tartomédnyba
keriiljenek a 6k +i alaki egész szdmok
(keZ).

Harmadik megoldds: A = {paros szamok};
B = {3-mal oszthat6 egész szamok};
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C = {6-tal nem oszthat6é egész szamok}. Ekkor az (1), (3), (7) részhalmazok
iires halmazok.

Negyedik megoldas: Egy megfelel geometriai konstrukcié pl. a haromoldala
hasab; ennek a paléstjat alkoté harom paralelogramma pontjai adjék a halma-
zokat.

258.Pl.az A\ B, ANB, B\ A tartomanyokba keriiljenek rendre a 3k, 3k + 1
s 3k + 2 alakt szamok (k € N). Ekkor 4 = {3k + 1| keNYUu {3k + 2| keN};
B={3k| keN}U {3k +2| keN}; C = {3k| ke N} U {3k + 1| keN}.

259. Megfelel6 pl. a 257. feladat mésodik és harmadik tipusi megoldésa.
260.a) PL. H =N\{0}, H,=N\{1}, H;=N\{2}, H,=N\{3}, ...,
H,=N\{n},neN, ...

b) PIL. megfeleld az alabbi konstrukcio:

H, 1 2 4 7 11

H, 12

H, 6 13

H, 10 | 14

H, 15
nn+1)

(H, els6 eleme , n€N, s az elsd clemtdl kezdve minden n-edik,

2
(n +1)-edik, (n + 2)-edik, ... természetes szam tartozik a halmazba.)

Végtelen halmazok szamossaga

261. Az 4llitasok igazak. A megszamlalhatdan végtelen halmazok elemeit so-
rozatba rendezhetjiik, s ezt véges sok elem hozzavétele esetén is megtehetjiik.
(Példaul tgy, hogy a véges sok elemet a mar meglévd sorozat elejére illesztjik.)
262. Igaz allitasok: b), e), f), 9), i), J)-

a) Hamis.

b) Igaz.

¢) Hamis; ellenpélda pl. a racionalis szdmok halmaza. (Ugyanis barmely

két racionalis szam kozott taldlhatd tovabbi raciondlis szdm.)

d) Hamis; ellenpélda pl. a ]0; 1[-ban 1év6 racionalis szdmok halmaza.

e) Igaz. (A részhalmaz elemei részsorozatot alkotnak.)

f) Igaz.

g) Igaz.

h) Hamis. (PL. NC Z.)

i) Igaz.
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j) Igaz. (Ha az A4, illetve B halmaz elemeit a,, a,, ..., illetve b, b,, ...
sorba rendezziik, akkor tekintsiik az a,, by, a,, b,, ... sorozatot! Ebben
A UB minden elemét felsoroltuk, 4 N B elemeit kétszer is. Ha kihagy-

juk a tobbszor szerepld elemek egyikét, megfeleld részsorozatot ka-
punk.)

263. a) Igaz, mert A =B.
b) Hamis; pl. A =N*, B=N, s ekkor | 4| = |B].
c) Igaz.
d) Igaz.
e) Hamis; pl. A =N, B =N"*,saleképezésa € A,a < a +3(a +3€B).
f) Hamis.
g) Igaz.
h) Hamis; ellenpélda pl. a raciondlis szimok halmaza.
Az allitas megforditasa igaz: d), f).
(A h) esetben véges szamhalmaz elemei mindig sorba rendezhetdk.)
264. a) Minden lakoét atkoltoztet a szobdjanal 1-gyel nagyobb szamu szobéba,
s az 4j vendéget a megiiresedett 1-esben el tudja helyezni.

b) Minden lakét atkoltdztet a szobdjanal 100-zal nagyobb szdmu szo-
baba.

¢) PL. minden lakot atkoltoztet a szobdja szaméanal kétszer nagyobb sza-
mu szobaba.

265. a) Az egyes atlokban rendre 1, 2, 3, ... szam talalhatd, az els6 n atléban

nn+1) nn+1)

Osszesen 1 +2+3+ ... +n= — darab. — < 2004, ha

n<62. T = 1953; fgy a 2004. szdm a 63. 4tloban az 51. helyen

talalhat6. Mivel a paratlan sorszamu atléban 1év6 elemeket ,,lentrdl

felfelé¢” szamoljuk Ossze, az atld kezd6szama %, az 51. szam pedig az
51
EER

b) A 109. atl6 ,,als6” kezd6tagja %, a tablazat 100. soraban az atl6 10.

| talalhato 10
eleme talalhato: 100

17
c) A 42. atlo ,fels6” kezddtagja ER az atlo 26. eleme a

26 & 6 @
+ 26 = 887. tagja.

pozitiv racionalis szdmok sorozatanak

11 2 3

d) Az 1, 2, PR TEERE sorozatbol képezhetjik pl. a valtakozé el6-

o1 0. 1. 1.2 2 1 1 1 1 2 2
]eu s Ty Ly Tay &y 2727

, ——y ———, —, ... SOrozatot.
373 272
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266. Tegyiik fel, hogy a ]0; 1] szdmok halmaza megszdmlalhatéan végtelen.
Ekkor pl. tizedes tort alakjukban sorozatba rendezhetdk:
a, = 0,x,,X,X5...X;
ay = 0,X,XX05... X, ..
ay = 0,X5X3X55...X;

neee

PERR

a, = 0,X,,X,,X, 3. X,

Tekintsiik most aza = 0,y,y,y;...y,... szdmot, ahol y, =1, hax,; #1, és pl.y, = 2,
hax,; = 1! Mivel ennek i. szimjegye kiilonbozik a; i. szamjegyétdl, sikeriilt olyan
szamot konstrudlni, amely — feltevésiinkkel ellentétben — nincs a felsorolt
szamok kozott. Az ellentmondasbol kdvetkezik, hogy a ]0; 1[ szamok — és igy a
val6s szdmok — halmaza nem megszamlélhato.
267. A halmazok elemei kozott kolecsondsen egyértelmi leképezést kell
létesitentink, vagy megmutathatjuk, hogy a két halmaz szdmossaga mege-
gyezik a természetes szamok halmazanak szamossagéaval. PL.:
a)ae A< a—1€B.
b) A0, 1,2,3,4,5, ... B-beli elemekhez rendeljiik hozzé sorban a 0, 1,
-1,2,-2,3,-3, ... A-beli elemeket. (Képlettel: ha n paros természe-
n+1

2

n
tes szam, n < _E; ha n paratlan természetes szam, n <

c)ac A< a+10€B.
d)ace A< (a—1)*€B.
a
eJac A3 5—4 eB.

f) Ap,, Py D3y ... primszamok halmazanak és a 0°, 1°, 2°, ... kobszdmok
halmazdnak szamossaga is megegyezik a természetes szamok sza-
mossagaval. (p, < (i— 1)’ —i—1<i, ieN")

g) A és B szamossaga is megegyezik N szdmossagéaval.

268. Az a)—j) esetben az 4 és B halmazok szdmossaga egyenld, tehat 1étezik
kolcsondsen egyértelmi megfeleltetés elemeik kozott; a k) esetben nem.

a) B € Q, igy megszamlalhato.
1

b)PlLae A~ —€B.
a

¢) A B halmaz (x; y) egész szdmokbol all6 szamparokat tartalmaz.
Altaléban is igaz, hogy az egész szamokbdl allé szamparok, szamhéarmasok stb.
halmaza megszdmlalhatéan végtelen. Feleltessiikk meg pl. az (x; y) elemnek az

X
; raciondlis szdmot! Ekkor az (x; 0) és — ha nem engedjiik meg — a (0; y)

tipusd parok maradtak ki a megfeleltetésbdl; s mivel ezek megszdmlalhatéan
sokan vannak, egyesitésiik is megszamlalhatéan végtelen.
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A

A

A

57

Y

Y

2y

Egy masik lehet6ség, ha az (x; y) € B parnak a derékszogii koordinata-rendszer
racspontjait feleltetjiitk meg. A racspontok ,,bejarasara” két lehetséges modszer

lathat6 a 268/1. és II. abrakon.
d)Pl.ae A< 5a€B.

e) PlLxe A< b x—a)+c.

—a
2
flPLxe A< ;arctgx.
g) Pl. az e) és f) megoldésok alapjan.

h) L L =, —,.
) cgyen p 27 3’43

.. egy A-beli sorozat; 0,

1
27 374"

.. pedig egy

B-beli sorozat. Feleltessiik meg egymasnak a sorozatok azonos indexti
tagjait, az A halmaz tobbi eleméhez pedig Snmagat rendelhetjiik B-bol.
A modszer altalaban is alkalmazhatd; vagyis egy végtelen halmaz sza-
mossdga nem véltozik meg, ha kiha-
gyunk belGle véges sok elemet, vagy ki-
hagyjuk egy megszamlalhat6an végtelen
valddi részhalmazat. P C

i) Pl. a 268/I11. 4bran a P pontbol valé ve- ~ s
titéssel rendeljiik a CD szakasz és f féle- \

gyenes pontjait egymashoz. (A &) meg- \ \:\\

oldasban leirtak miatt nem okoz prob- DX N e

1émat, hogy C-nek nincs képe.) N O e
J) Pl két részre bonthatjuk a szakaszt, s két L . .

félegyenesre az egyenest. s

269. Mindegyik esetben B szamossaga a nagyobb.



58

Vegyes feladatok

Vegyes feladatok

270. Tobb megoldas lehetséges. PL.:
a) az 542 szamjegyeinek Osszege nem 12;

b) 133 nem oszthat6 3-mal;
¢) 111 nem négyzetszadm;

d) 407 maradéka 3-mal osztva 2; vagy 133 oszthat6 7-tel;
e) a Toldi Arany Janos kolteménye, a tobbi Pet6fié.

Megjegyzés:

Ezeket a ,,kakukktojas-tipusi” feladatokat gyakran és szivesen tiizik ki a kiilon-
bozd vetélked6kon. Sajnos, a feladatoknak altaldban tobb megolddsa van.
(Nemcsak az a megoldas lehet j6, amire a jatékvezets gondol.) Néhany — elked-

vetlenitd — példa:

Az a) esetben kakukktojas lehet

—a 192, mert kisebb, mint 200; vagy

— az 543, mert nagyobb, mint 542; vagy

—a 471, mert 460 és 473 kozé esik.

A b) esetben kakukktojas lehet

—a 133, mert szdmjegyei egyike sem Ossze-
tett; vagy

—a 870, mert 10-zel oszthatd és igy tovabb.
271. Nem zart miiveletet kapunk a d), h),
i), k) esetekben.

272. Tegyiik fel, hogy a kérdésekre csak
igen vagy nem vdalaszokat adtak az aka-
démikusok. Jeloljiik I, I, illetve I1I-mal az
1., 2., illetve 3. kérdésre igennel valaszold
akadémikusok halmazat, eckkor a 272/I.
Venn-diagramot kapjuk.

(Az egyes tartomanyok elemszamat rendre
a, b, ¢, d, e-vel jeloltiik.)
A feltételek szerint

()a+b+d+4=23,
) b+c+4+2=17,
(3)4+2+d+e=23,
(4)a+d=13,
(5)a+b=12.

Az (1) és (4) egyenletekbsl b = 6; az (1) és
(5) egyenletekbdl d=7; tovabba a =6,
c=15, e=10. Az egyes tartomanyok elem-
szamai a 272/I1. abran lathatok.

Osszeadva a legalabb egy igennel szavazok
szamat, 40-et kapunk, igy 5 akadémikus
szavazott mindegyik kérdésre nemmel.
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39-40
273.a) A H,, H,, ... Hy, halmazokban osszesen 1+2+...+39=—— =

2
= 780 elem van, igy H,, = {781, 782, ..., 820}.

(781 + 820) - 40
b) Az elemek Osszege I S—— 32020.

274.4) FUG; b)F\G; ¢)FnG; d)FUGUH,; e)(FUG)\H;
f)F\(GUH); ¢g) FnGNH; h)igaz.

275. Az dllitas kovetkezik abbdl, hogy egy k elemi részhalmaz kivalasztasakor
meghataroztunk egy (n — k) elemi részhalmazt is (ti. azt, amelyiket a ki nem
vélasztott elemek alkotnak), s ezért a k és (n — k) elemi részhalmazok parba
allithatok.

276. A H részhalmaz megadasakor minden egyes elemr6l eldonthetjiik, hogy
vagy hozzavessziik a részhalmazhoz, vagy nem. Ez 2" lehetGség, ennyi részhal-
maza van egy n elemi halmaznak. (Az iires halmaz részhalmaza énmaganak.)
277. Az allitas nem igaz n = 0-ra, de minden n = 1 természetes szamra mar tel-
jestil. Indukciés gondolatmenettel bizonyithatunk:

Ha az allitas igaz egy k €N *elem( H halmazra (vagyis ugyanannyi paros €s
paratlan elemszamu részhalmaza van H-nak), akkor egy (k + 1). elem hoz-
zavételével az eddigi paros elemszamu részhalmazokbdl paratlan elemszamu uj
részhalmazok keletkeznek és forditva. Vagyis H mar meglévs és ijonnan kelet-
kezett részhalmazaira is igaz lesz, hogy ugyanannyi koziilik a paros, mint a
paratlan elemszamu. (Az allitads n = 1 esetén igaz.)

278. Szemléltessiik egy tablazattal az egyes tulajdonsagokat!

Magassag 80% | 20%
Barna haj | 15% 85%
65% |
Teststly 10%
Bajusz 5%
50% |

Lathat6, hogy az els6 két tulajdonsaggal a
férfiak legalabb 65%-a rendelkezik. Ha a
10%-nyi, 75 kg-nal nem nehezebb férfi eb-
bol a 65%-bdl keriil ki; s a maradék 55%-
bol kimarad az 5% bajszos, akkor a négy tu-
lajdonsdg a férfiak legalabb 50%-ara igaz.
279. Jeloljik az osztaly 1étszamat n-nel!
Az egyes kiranduldson részt vevd tanuldkat
szemléltessiik egy-egy halmazzal; mivel min-
den tanul6 részt vett legalabb két kirandu-
lason, csak a halmazok kozos részeinek elem-
szamat kell meghatarozni.

Az 4bra alapjan pl. x jeloli azoknak a tanu-
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I6knak a szamat, akik részt vettek az elsG és a masodik kirandulason, de a har-
madikon nem.
Tobb megoldasi gondolatmenetet is adhatunk.

Els6 gondolatmenet:
A Venn-diagram alapjan felirhaté egyenletrendszer:

x+y+12=0,7n,
x+z+12=0_8n,
yv+z+12=0,9n.

Adjuk 0ssze az egyenleteket: 2(x +y +z + 12) + 12 = 2,4n. A diagram alapjan
az Osszes tanul6 szdma n =x +y +z + 12, innen 12 = 0,4n, n = 30.

Ha az osztalylétszam 30, akkor az els6 kirdndulasra 21, a masodikra 24, a har-
madikra 27 gyerek ment el, az ,0sszkirdnduldsszam” 72; valéban 12 gyerek
ment el mind a harom kirandulasra.

Masodik gondolatmenet:
Visszafelé okoskodunk: ha az els6 kirandulasra elment a tanulok 70%-a, akkor
nem ment el 30%-uk, igy z = 0,3n. Hasonldéan y = 0,2n ésx = 0,1n. Felhasznalva

v oz

azn =x +y+z + 12 Osszefiiggést, az el6z6 eredményt kapjuk.

Harmadik gondolatmenet:

A szita formula alapjén a kirdnduldsok 0Osszlétszdma 0,77 + 0,8n + 0,91, s ez
egyenld 2n + 12-vel, hiszen minden gyerek kétszer, 12 pedig hdromszor kiran-
dult. A 0,77 + 0,87 + 0,97 = 2n + 12 egyenlet megoldasa n = 30.

Negyedik gondolatmenet:

Mivel minden kirdnduldson csak egész szamu tanuld vehetett részt, 0,7n, 0,8n
és 0,9n egész szamok. Ez csak akkor lehetséges, ha n 10-nek tobbszorose. Az
n =10 és 20 nem, de n =30 megoldast ad; bizonyitanunk kell még, hogy n
novelésével nem kapunk Gjabb megoldast.

280. Jeloljiikk A-val és B-vel azon Otjegyli pozitiv egész szamok halmazat, ame-
lyekben nincs 8-as, illetve 9-es szdmjegy! A feladat 4 UB elemszamanak
meghatarozasa. (A H alaphalmaz az 6tjegyli pozitiv egész szamok halmaza.)
|4|=[B|=8-9%, |AnB|=7-8", [H| =9-10". Innen | AUB| = |H|- (| 4|+
+|B|-|ANB|)=9-10*-2-8-9* + 7-8* = 13 696. (Az 0sszes Otjegyli pozitiv
egész szambodl kivontuk azokat, amelyek nem tartalmaznak 8-as, illetve 9-es
szamjegyet; de igy a sem 8-ast, sem 9-est nem tartalmazé szamokat kétszer von-
tuk le, tehét egyszer vissza kell adni az dsszeghez.)

281. 3'9-3.2'4+ 3=55980. (Az Osszes szambol elEszor levonjuk azokat,
amelyek legfeljebb kétféle szdmjegyet tartalmaznak; ekkor azonban a csupa
egyforma szdmjegybdl all6 harom szamot kétszer vontuk le, egyszer hozza kell
Oket adni az 0sszeghez.)

282. Harom kor a sikot legfeljebb 8 részre osztja. Ha a negyedik felvett kor a
korabbiakat két-két pontban metszi, akkor 6 Uj siktartomany keletkezik, igy
négy kor a sikot legfeljebb 14 részre osztja. Négy halmaz esetén viszont 2* = 16
halmaztartoményt kellene kapnunk, tehat négy kor segitségével nem készithetd
Venn-diagram.
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283. Igen. Az elsé harom halmaz lehet
kor, majd ezutan mindig ugy kell felven-
niink a soron kovetkezd n. halmazt, hogy
minden kordbbi halmaztartomanyt ketté-
osszunk. Ezt megtehetjiik, ha pl. az utol-
jara felvett (n —1). halmaz ,kertletére”
illesztjik az n.-et.

284. A feltételekbdl kovetkezik, hogy
Z,SD;ésZ, <D,

¢ q
a) (Z,0Z,) (DD, b) (Z,\Z,)n (DN D).
285.a) Hyig 1 +2+3+... +39=

39-40
= = 780 darab szdm szerepel. B

2
H,, kezdd eleme a 781. paratlan szam; 781-2 — 1 = 1561, igy

(1561 + 1639) - 40

H,, ={1561, 1563, ... ,1639}.  b) 3 = 64 000.
286. a) A feladatgytijtemény 286-o0s abraja szerinti els6 n ,,atloban” 1 + 2 +
nn+1) nn+1) )
+3+...+tn= — racspont van. — < 1000, innen

—45,2 < n < 44,2, vagyis az 1000. racionalis szimnak megfeleld racs-

pont a 45. atléban talalhato. =990, az atl6 10. pontjat keres-

stik. A 45. atl6 racspontjai sorra (45; 1), (44; 2), (43; 3), ...; a 10. racs-

36
pont (36; 10). Ebben a sorban tehat az 1000. racionalis szdm a 10
7677
b) + 21 =2947.
Megjegyzés:

Az eljaras hasonl6 a 265. feladatban alkalmazotthoz.

287. Vilasszunk ki egy-egy kiilonboz6 szint targyat! Ha ezek kiilonboz6 ala-
kuaak, készen vagyunk; ha egyforma alaktak, akkor valasszunk egy t6liik kiilon-
boz6 alakua targyat! Ekkor a harom targy kozott lesz szinre és alakra eltérd.

Megjegyzés:

Jeloljiik A-val az ugyanolyan szind targyak
halmazat (valamelyik szinbdl); ugyanigy B- 4] (3]
vel az azonos alaki targyak halmazat (va-
lamelyik alakbdl), s az igy felvehetd Venn-
diagram tartomanyait jeloljik a, b, ¢, d-vel!
A feladat egy lehetséges atfogalmazésa: ha
A és A, valamint B és B nemiires halma-
zok, akkor az a és c, valamint b és d részhal-
mazok sem iiresek. A bizonyitas pedig tgy
tortént, hogy vettiink egy A és A-belix ésy

. . . . d
elemet; ha az a és c, illetve b és d részhal- | H
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mazokbol keriiltek ki, készen vagyunk; ha pedig az a és d, illetve b és ¢ részhal-
mazokbol, akkor vettliink hozzajuk rendre egy z elemet b vagy c-bdl, illetve a
vagy d-bdl.

288. A kortarsak ott tévedtek, hogy ha a ,,Minden krétai hazudik.” allitas ha-
mis, akkor tagaddsa ,,Van olyan krétai, aki igazat mond.”. Ez pedig nem jelenti
azt, hogy minden krétai igazat mond, lehetnek kozottiik hazugok is. (Hamis
maga Epimenidész 4llitasa is.)

289. Ez az ismert logikai paradoxon Bertrand Russel (1872-1970) angol mate-
matikustol szdrmazik. Vizsgaljuk meg, hogy ki borotvélja a borbélyt!

Ha maga borotvalkozik, akkor — allitdsa szerint — nem borotvélja dnmagat; ha
nem maga borotvalkozik, akkor pedig — allitdsa szerint — sajat magat borotval-
ja. Ellentmondést kaptunk: a borbély borotvalja is magat meg nem is borotvilja.
290. A paradoxont 1903-ban taldlta Bertrand Russel Az ellentmondést agy
oldhatjuk fel, ha feltessziik, hogy nem létezik az dsszes halmaz halmaza (s nem
1étezik az dsszes olyan halmaz halmaza sem, amelyek nem elemei 6nmaguknak).
291.a) 8+ |B\ A, vagyis legaldbb 8; b) 5— |B\ A|, vagyis legfeljebb 5;
¢) legfeljebb 5.

292. Akét szélséérték | A UB| esetén 37, illetve 6; | A NB| esetén 6, illetve 0.

10
293. a) A-nak 0 elemi részhalmaza van 0 ] = 1 darab; 1 elemii részhalmaza

0
=10; 2 elemii részhalmaza 5 =45; ... ; 10 elemi részhalmaza

10 10 10
+2- +..+10- Osszeg
1 2 10
meghatarozasa.

Minden elemet a tobbi 9 elembdl alkothatd sszes részhalmazban
egyszer szdmoltunk, vagyis minden elem 2°-szer szerepel az sszeg-
ben. A részhalmazok elemszdmainak 6sszege 10 -2° = 5120.

b) Minden elem 2°-szer szerepel az Osszegben, igy a keresett Osszeg
értéke (1 +2 + ... + 10)-2° = 28 160.

10 10
=1.Afeladata O- +1:
10 0

Megjegyzés:

Ha A4 ={1,2,3, ..., n}, hasonléan mutathatjuk meg, hogy aza) esetben n - P
nn+1) o . n n

ab) esetben ————-2"" " avilasz, s ,,mellékesen” megkaptuk a 0- 0 +1- 1 +

n
+2- +..+n-

n
294.a) A4ésS elemek két halmazba keriilhetnek (A \ B-be vagy B \ A-ba),
ezért 4 megadasi lehet8ség van.
b) 8.
¢) Az elemek harom halmazba keriilhetnek (A \B-be, B\ A-ba vagy
AN B-be). Ha A = B-t nem engedjiik meg, akkor a 3° = 243 lehet6-
ségbdl le kell vonni azt, amikor az 4 és B megegyezik, tehat 242
megadasi lehetdség van.

] =n-2"" azonossagot is.
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295. Az A, B, C halmazok hét halmaztar-
tomdnyt hataroznak meg (az dbran a, b, c,
d.e.f.9).

Mivel g =0, a 18 elem barmely 6 tar-
tomanyba keriilhet, ez 6'® lehet&ség. Azon-
ban nem szamolhatjuk azokat az eseteket,
amikor A =B (vagyis a=b=e=f={),
B=C, A=C. llyen van 3-2'" darab, igy
osszesen 6% —3-2' kiillonbozd A, B, C
halmazharmas van. (4 = B = C nem lehet-
séges, mert ANBNC=.)

Ha AnBNC+# @, akkor az el6z6 gondo-
latmenettel kaphaté 7' —3-3' darab-
szamhoz hozza kell adni 2-t, mert az A =
= B = C esetet haromszor vontuk le, pedig
csak egyszer kell.

296.4a) 2% b) 2% c)3-2°% (vagy 2"°—2%); d) 3-2°% (vagy 2'"—2%; e) 2%
i) 2:; g) 2" (beleszdmoltuk az {5} részhalmazt is); h) 2" —2°—1; i) 2" —
-2'—1.

297.AH={a,, a,, a;, ... , a,} halmaz A,, A, A,, A, részhalmazait pl. az
alabbi tdblazattal adhatjuk meg:

H a, a, as a,
A, 1 1 0 0
A, 1 0 0 0
A, 0 1 0 1
A, 0 1 0 0

Az els6 sorban a H halmaz elemeit tiintettiik fel; a kdvetkez6 sorokban az egyes
részhalmazoknal 1-est irunk, ha az aktuéalis elem benne van a halmazban, 0-t,
ha nincs. Pl. a, € A,,de a, & A,.

A feladat feltétele alapjan a tabldzatban 28 darab 1-es szerepel, s meg kell
mutatnunk, hogy van olyan oszlop, amelyben 4 darab 1-es van. Ez pedig nyil-
vanval6d: ha minden oszlopban csak 3 darab 1-es lenne, 6sszesen 9 -3 = 27 darab
1-es lenne a tablazatban.

298. legyen |[M|=n. Az A, (i=1,2,...,2000) halmazok elemszamat

Osszeadva legalabb -at kapunk (egy-egy elemet tobb részhalmazban is

szamoltunk). Ha minden elem csak legfeljebb 1333 részhalmazban fordulna

40001
eld, 1333n <

299. 2" részhalmazt kivélaszthatunk, ha pl. mindegyikben szerepel egy
rogzitett elem, ennél tobbet viszont nem lehet kivalasztani. Ha ugyanis szere-
pel egy R részhalmaz a kivalasztasban, akkor a H \ R komplementer részhalmaz

lenne.
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mar nem szerepelhet, hiszen nem lenne R-rel k6zos eleme. Vagyis legfeljebb az
Osszes részhalmaz fele valaszthato ki.

300. Legfeljebb 8-at.

A2, 3 és 5 kitevsi paritasuk alapjan kétfélék lehetnek: parosak vagy paratlanok.
Ez azt jelenti, hogy minden, a 2, 3 és 5 primosztokkal rendelkezd szdm a kite-
vOk paritasa alapjan 8-féle lehet. Vagyis 9 kivalasztott szdm esetén mar lesz ko-
zottiik két olyan, melyekben a 2, 3 és 5 kitevojének a paritasa rendre ugyanaz,
s ezen szamok szorzata négyzetszam.

301. Minden tiztagd 6sszeg 55 és 955 kozott van, s 1023 nem iires részhalmaz
1étezik. A skatulyaelv miatt van két olyan nem iires részhalmaz, amikben az ele-
mek Osszege megegyezik; s ha a két részhalmaznak vannak kozos elemei,
ezeket mindkett6bdl elhagyhatjuk.

302. Jeloljiik az elemeket ay, a,, ... a,y-zal, s tekintsiik az alabbi 100 szamot:
a;

a; + a;
a + a, +a3;

a,+a,+ay+ ... +ay,

Ha valamelyik 6sszeg 100-zal oszthat6, készen vagyunk; ha pedig egyik sem

oszthat6 100-zal, akkor a skatulyaelv miatt van kozottiik két olyan, amelyik 100-

zal osztva azonos maradékot ad. Ha ezek pl. az S, =a, +a, +ay+ ... +a, és
=a,+a,+a;+ .. +a;0sszegek (i <j), akkor az S S kiilonbség megfelel

I—iasonloan mutathatjuk meg, hogy n egész szam kdziil mmdlg kivalaszthato

néhény (esetleg egy) gy, hogy Osszegiik n-nel oszthat6 legyen.

303. Ha a tagok kozott van olyan, aki legalabb 7 iilésen volt jelen, akkor az

ezeken rajta kiviil résztvevd 7-9 = 63 tag mind kiilonbozd, tehat legaldbb 64

tagbdl all a bizottsag.

Az iilések Osszlétszama 400. Ha mindenki legfeljebb 6 iilésen vett részt, akkor

400

pedig legalabb 67 tagja volt a bizottsagnak: o > 66.

304. J6 megoldas pl. az 4 ={1;5;9;13; ...}, B=1{3;7;11;15; ...},
C=1{2;4;6;8; ...} harom halmaz. Ha a kivett szimok 0sszege paros, C-bél let-
tek kivalasztva; ha 6sszegiik 4k + 1 alaku, B-bdl, ha 4k + 3 alakd, A-bdl (k €N).



