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; o . a@+b*  a’tac _ala+c) a
737. A feltétel szerint b”= ac, ezért T = = =—,
b*+c* ac+c* clatc) ¢
) . , 11 1 ab+ac+ bc
738. A feltétel szerint: ab+ac+bc=—-b", ezért —+ —+ —=——"——
a c

b
b -b 1 . 5
= = = , mivel ac =—b*— ab — bc.
ac —pi—gb—bc a+b+c

abc

2

o x oy z oy 2y 2z
739. A feltételbdl kovetkezik: |[—+-+—|=—+"—+—+—+—+
a b ¢ a? b® %2 ab ac
2yz zfc a b
o2 mebe S 2 T P[0 P A masodik kel
bc a? bz ¢2 abclz x 'y
PR
miatt a zardjelben levd Osszeg értéke 0, igy: ? + ? + ? =1.
qao [0 (3 1.1 _2+n' 37 (34n n)(n*=3n+9)
w2 3|2 on 3 3n*  n*-3n+9 n*=3n+9

=3 + n, és ez minden, a feltételben szerepld n-re pozitiv egész szam.

(n=1)(n+1)"=n(n+1)"+1 (R2=1)(n+1)" =n(n+1)" 41
741. 2 = 2 =

2n+1) " =|(n+1)'- 1]

— P 2 2 . . PN
= 2 . Az els6 tag oszthatd n--tel, igy vizsgaljuk a

masodik tagot. (n + 1)n— 1"=n

(n+ 1)+ (n+1)" T+ L+ (n+1)

+(n+1)+ 1]. A kapott szorzat masodik tényezGjében az n darab tag mind-
egyike (n + 1) hatvanya, igy n-nel osztva 1 maradékot ad. Az n tagi Osszeg
ezért oszthat6 n-nel, maga a szorzat pedig n’-tel, és ezt akartuk bizonyitani.
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742. Egy lehetséges felirdst mutatunk meg:
a) 1=(2+2+2)2-2;
b) 7T=2+4+2+4+2+2:2;
c) 11=22:2+2-2;
d)34=2%2+2;
e) 485 =227+ 2:2.

743. Az A kifejezés értéke 55.

a) Mivel A-ban szerepl6 minden miiveleti jel Osszeadds, ezért ezt az
értéket novelni a megadott médon nem lehet.

IV
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b) Ha egy szam elGjelét negativra valtoztatjuk, akkor az A értéke a szam
értékének kétszeresével csokken. Ezért ha pl. +10-et —10-re véltoz-
tatjuk, akkor 4 — 20-at kapunk.

¢) A b-ben leirtak alapjan: 28§ —4A=-27=1-2+3+4-5+6—-7—
-8-9-10.

d) Mivel mindig paros szammal csokken A értéke, ezért 55-tel nem
csokkenthet6, azaz 0 nem lehet.

744. Nem, mivel harom pératlan szdm 0sszege nem lehet paros.
Iv 745. A megoldis: o

a) Legyen a kétjegy(i szdm ab alaku. A feltétel szerint:
a+b=ab,
a+b—ab=0.

Szorzatta alakitva:
(a-1)(b-1)=1.
Egész szamok esetén csak tgy teljesiilhet, ha a—1=+1, és b—1==1.
Ha a—1=1, és b—1=1, akkor a =2, és b =2, azaz a kétjegyl szdm

a22.
Ha a—1=-1, és b=—1 akkor a =0, és b =0, nincs ilyen kétjegyl
szam.

b) Legyen a haromjegy(i szim abc alakd.
a + b + ¢ = abc, atalakitva
1 1 1

— +
bc ac ab
Legyen ab =x, ac =y, bc =z (I).

1
A feladat atfogalmazhatd ugy, hogy — + — + — =1 megoldasat ke-
x 'y z

ressiik, ahol x, y, z pozitiv egészek és feltehetd, hogy x <y <z.
(i) x=1 nem lehet.

1
(i) x=2esetén — + — = B egyenlet megoldasa az a)-hoz hasonldan
y oz
y=3,8ész=0, y=06,¢&s z=3, y=4,8 z=4.

Visszahelyettesitve (I)-be kapjuk, hogy:

ab=2; ac=3; bc=06 egyenletrendszerb6l: a = 1,b =2,¢ =3,

ab=2; ac=6; bc=3 egyenletrendszerb6dl a = 1,b =3,¢ =2,

ab=2; ac=4; bc=4 nincs megoldasa a pozitiv egész szamok korében.
1 2

1
(iii) x=3 esetén — + — = 3 egyenlet megoldasa az egész szamok
y z

halmazan y =3, z= 3. Ez azonban a; b; c-re nem egész.
(iv) x=4 esetén nincs olyan x; y érték, amelyre teljesiil, hogy
1 1 1 1 1 3
—+—+—=1,8s x<y<z.Pl: x=4 esetén —+—=—, y,z=>4,
X y z y z 4

- 1 N 1 - 2 3
ezért —+ — < — < —.

z y z 4 4
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746. Egy-egy példat mutatunk minden esetre
a)a+b+c=9876 + 543 + 210,
b)a:b:c=4:3:2; a=1304; b=978; c =652,
c)a — bc = 65415; a —bc =79 860 — 321 -45.

747. llyenek példaul 21 -87 = 1827; 15-93 = 1395; 28 - 81 = 2187,

35-41 = 1435.
748.0) 5 T 4 T 2
715 |3

6 | 1 | 8

b) nem lehet ilyen biivos négyzetet késziteni, mivel pl. a 7 prim, és nem
szerepelhet minden szorzatban.
749. A feltételek szerint:
(I) B=k? ahol keNT;
(I)  31°<B<100%
(1) B = abcd alaku, ahol a;b;c;d < 7;
(IV)  (a+3)(b+3)(c+3)(d+3)=n? ahol n € N*.
Irjuk fel (I) és (IV) tizes szamrendszerbeli alakjat.
1000a + 100b + 10c + d = k*;
1000 (a +3)+100(b +3)+ 10(c + 3) +d + 3 =n’.
Vonjuk ki egymdsbdl az utols6 két egyenletet.
n*— k*=3333.
(V) (n—k)n+k)=3-11-101.
Felirva 3333 Osszes osztdjat osztoparok segitségével: 1, 3333, 3, 1111, 11, 303,
33, 101.
Mivel n,k € N*, ezért n — k <n + k. Igy az alabbi esetek lehetségesek:

n—k n+k n k
1 3333 1667 1666
3 1111 557 554
11 303 157 146
33 101 67 34

Az (V) egyenletnek a fenti szamparok a megoldasai, de a (II) feltétel szerint
csak a k = 34 a széba johet megoldas. Tehat a B = 1156. Ellen6rzéssel meg-
gy6z6dhetiink, hogy ez valéban j6 megoldas.
750. a) Minden esetben igaz, ha a,b € Z.

b) Minden olyan esetben, mikor a; b € N, kivétel ha a =b =0, mert a
0°-t nem értelmezziik.

a b
c) Az N és — racionalis szamok, ha a és b egész, egymas reciprokai,
a

ezért szorzatuk minden esetben 1, ha a; b #0.
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751.

752.

753.

754.

755.
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d) %tt‘)rtb#O.

i. pozitiv akkor, haa >0és b >0vagya <0ésb <0.
ii. egész szam akkor, ha b| a teljesil.

e) Haa, b egész és a # 0, akkor a — tOrt mindig racionélis.
a

f) a — b < 0 akkor teljesiil, ha a <b.

1 1315 gL (1.3 1)5
YV16=2 45 6 i I B
3 _1,3. 1.5 o113 1)
Y- 2tats )18=124 56
A novekvO sorrend:
13 3838 4 24 8 23 3 11 8 19
a) ——<—-——<-<-—7-<—7; b)-——<——<—<—<—.
5 14 7 27 5 52 11 43 17 7
Az eredmények:
A= p="1L, b)C=A+B= "o
WA=1B=%0" ) €= T 50
D=(—A B)=B—-A= 114— 1,9; d) E=A-B= >3
D =(~4)~(=5)= T T b WE=ABETS
A1
OF=p= 1
Legyen a tort n alakd, a és b pozitiv egész.

Allitas: 2 €
a)Allitas: b e

a
< B ahol c € N*;

a
(a+c)b<a(b+c) =ab+bc<ab+ac =b<a igaz mert Z>1.

Tehat a tort értéke csokken, de 1-nél nagyobb, mert a nevezd mindig
kisebb mint a szamlalo.

b) Az el6z6h6z hasonldan igazolhat6, hogy a tort értéke nd, de 1-nél
kisebb szam lesz, mert a nevezd mindig nagyobb, mint a szamlalo.

Alakitsuk 4t a megadott 0sszegeket valtakoz6 elGjeld, un. teleszkopikus
Osszeggé.
1 1 1 1
a) A= - - oot ;
1-2 23 34 2004 - 2005
11 1 1 1 1 o
12 1 2723 2 377
1 1 1 1 1 1 1 1 2004
A=1-—+———+-——+..+ - =1- = .
2 2 3 3 4 2004 2005 2005 2005
b) Az a) alapjan
1 1 102 51

B= S =104 T 208 T 104"
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Co 1 L 75
A I TR TS
12 12 12 12
d) D= + + fot———=
59 913 13-17 101-105
4 4 4 1 1 60 4
=3 + 4.+ =3 ||z =
59 9-13 101 -105 5 105 105 7
3 5 7 2n+1
) E=——S+ S —+ 5 ——++ - Iv
172 2°:3* 3°-4 n* (n+1)
1 1 2n+1 . L
- > = 5 Osszefiiggés alapjan E =1 — >
o (n+1)  ni(n+1) (n+1)
756. a) Az allitas igaz, mert 1-hez pozitiv szimot adva, egynél nagyobb sza-
mot kapunk.

b) Igaz, mert egész szammal Osszeadast és osztast végeztiink, ez nem
vezet ki a raciondlis szamok korébdol.

¢) Hamis, mert 1-hez olyan tortet adtunk hozza, amelynek a nevez&je
nagyobb mint a szdmldldja, igy nem lehet az Osszeg 2. —2 azért nem,
mert az 4 kifejezés pozitiv.

d) A tort értéke pozitiv az elGjel véltoztatdsa utdn is, ezt levonva 1-nél
kisebb szdmot kapunk.

e) A=1,6.
757.
Mindig | Van amikor | Soha nem
igaz igaz igaz

a c
" + — racionalis szam X
a c
b d egész X

a c
Hagzz,akkorazcésbzd X
c a
RS racionalis szam X

758. a) Pl.: 495 5,07; 5,095; 4,99; 4,995; minden olyan racionélis szam
valaszthato, amely a |4,9; 5,1[-ban van.
b) PL: 1,031; 1,5; 4; 0,963; —2; minden olyan racionélis szdm megfelel,
amely a |- oo; 0,97 vagy a |1,03; oo|intervallumba esik.
c¢) Pl.. =24; —249; —1,97, —1,58; —1,5001, minden racionalis szam,
amelyre igaz, hogy a |-2,5; —1,5|intervallumban van.
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759. A megadott két raciondlis szdm kozott helyezkedik el a két szam szam-
tani kdzepe, ezek alapjan:
| b ol 1 205
AR TR TR R TERE TV
760. Hozzuk k6z0s nevezdre, majd bovitsiik a torteket:
4 32 320 5 35 350

7756 560" 8 56 560

Ilyen alakban megadott torteknél mar konnyen lathaté pl.:

321 324

———;——— stb.
, 5607 560 °
Altalaban is megadhat6 ez az eljaras. MegfelelGen nagy k6z0s nevezSt valaszt-

va, tetszGleges sok raciondlis szdm adhaté meg a két szam kozott.

761. Legyen a tort L alaku. A keresett tortek nevezgje legalabb 10 és legfel-
q

jebb 13, mert ha a szdmok tizedestort alakjat nézziik, akkor % <7,3<7 % =
=17,3 esetben a szamlalé méar haromjegyti.

Ha g = 10, akkor 7% < 0 <7 > de ez a tort egyszertsithetd, ezért a nevez6
nem lesz kétjegyd.

80 1 1 83 p 81 82
Ha g = 11, akkor —<7—<7

S ezent L= 2 % ehet.
I T A TR P FRAE T Bt
e 1oy B gL L 0 p 8
= —_— < — = — —_— = .
e L T R T e 12
s g 95 oL 1 98 p 9 97
= <7< —<— —=— .
A= RO S s Iy S N T3 13

A feladat feltételeinek 5 tort felel meg.

762. a) A 19 héttel vald osztasanal a tizedes tort alakban a szakasz hossza 6,
és a 714285 szamok periodikusan ismétlédnek. A 2005 hattal val6 osztasakor 1
a maradék, ezért a 2005. helyen 7 szdmjegy 4ll.

b) A 43-nak 26-tal vald osztdsakor vegyes tizedes tort alakot kapunk. A tort
alakjaban a tizedesvesszd utdn csak a masodik jegytdl ismétlédnek a szdmje-
gyek, a periédus hossza 6, a szamjegyek sorrendje 53 8461. Ezek figyelem-
bevételével a 2005. helyen 1 all.

763. Egy tort akkor bdvithet6 10 hatvany nevezdji tortté, ha nevezgjének prim-
felbontasaban csak 2, illetve 5 szerepel.

Ezek alapjan a bovitett tort alakok:

5. 8 55 74 315
10° 10" 100" 1007 10007 10
133

lakithato at: —; —; —.
nem alakithaté a SRETIRY!
764. A lehetséges nevezdk: 2"+ 5™ alakuaak, ahol n; m € N*, azaz
10; 16; 20; 25; 32; 40; 50, 64; 80.
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s

765. Hozzuk tovabb nem egyszertisithetd alakra.
Tizedes tort alakja:

1. véges, ha a kozonséges tort nevezdjében csak 2 és 5 hatvdnyai szere-

Inek. il . 3 647 152
PEIEis TVENEE 207 400 125°
ii. tiszta szakaszos végtelen tizedes tort, ha nevezGjében nem szerepel 2

5 hatvi 5 67 92 23
o ANANY 8 108 T 27
iii. vegyes szakaszos végtelen tizedes tort, ha 2 és 5 hatvany mellett szere-

1 mas primhatvany i > &
pe mas6pr1m atvany is: 7, 2525. 1
a)0, 75 ) 0,625 g ) 03 %
d 2072—259- 06—2- 05215—1043-
) ’ _125’ e) ’ _3a f) ’ _20009
13—4- h326—163' )1 =
g)7_37 )7 _507 l)’_9-
767. Egy i udit6 =1 db + ! db + ! db+..=1i= 10 udit6t €
. Egy tiveg U 1(12— 10 100 e =11 = - uditSt ér.
768. a)Hamis, pl.: =
b) Hamis pl.: 2
) Hamis pl.: 25
¢) Igaz, mert b =2"-5" alakd nevez$ esetén kaphatunk véges tizedes

tortet.
d) Igaz, mert ha b# 0, akkor az adott egyenlet megoldésa raciondlis szam.
e) Hamis, c) szerint.

769. a) Hamis, pl.: % + % =3.
. 4 15
b) Hamis, pl.:g 5T 6.
. 20 1
¢) Hamis, pl.:? 3" 3.

d) Igaz, mert a szorzas mivelete nem vezet ki a raciondlis szdmok
korébol.

e) Igaz.
P
q

Legyen feltétel szerint a = —, (p; q) =1 és a’=k, akkor az 4llitis a € Z,

ahol k; [ € Z.
2

Ekkor a*= p_z =k, azaz p*= q* k. Ez csak akkor teljesiilhet, ha k négyzetszam.
q
Tehat k = n?, = a’=n®> =a =+n. Ezzel az allitast belattuk.

IV
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770.Legyena+b=k, D
ésab=n, k; neZ.

Képezziik az (a — b)2= (a+ b)z— 4ab = k*— 4n kifejezést.

Az egyenlBség jobb oldala egész, ezért (a — b)zegész, és a,b € Q miatt racio-
nalis. Ha egy raciondlis szdm egész, akkor a szdm is egész [lasd el6z6 feladat e)
rész], ezért |a — b| is egész.

Tehat a —b =+ /k*— 4n egész, (11)
azaz i‘/kz— 4n =+1[, leN.

+!/ )

k
Az (1) és (b6l a =, és b= adodik.

Ha k pératlan, akkor k?— 4n is paratlan, igy 1 is paratlan azaz a; b egész.
Ugyanigy k parossaga esetén is belathatd, hogy a; b egész.
771.a) Hamis.

bc
b) Hamis, mert x = i raciondlis, feltéve hogy a # 0. Ha a = 0 akkor,
a

és ¢ # 0 akkor nincs megoldds, ha a = 0 és akkor minden valds szdm megoldas.
c) Igaz, ha a; ¢; d#0,és c=0.

d) Hamis.
e) Hamis, lasd b)-t.
f) Igaz.
772. Végezziik el a szorzast:
a c d b| ad N bc 5 |
b d ¢ al| be ad (M

ad
vezessiik be az x = b jelolést. Eszerint a megadott kifejezés:
c
1
x+—=2.
X
1 1
Mivel x+ —=>2=x+——2=h, ahol h >0;
X X

= (h+2)x+1=0.

Ennek a masodfoku egyenletnek akkor van raciondlis gyoke, ha a diszkrimi-
nans négyzetszam.

D=(h+2)—4=k* keZ:
(h+2) —k>=4.

Két négyzetszam kiilonbsége csak tgy lehet 4, ha (h + 2)2= 4, és k*=0.
Ezek alapjan 2 = 0, ami ellentmond annak a feltételnek, hogy 4 pozitiv egész.
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773. El6szor alakitsuk szorzatta a k6zéps6 szamot.

n’+n? n*(n+1)
n?+3n+2 (n+2)(n+1)

Osszeszorozva a harom kifejezést, majd egyszerdisitve:
n+2 nz(n + 1) n+1
n  (n+2)(n+1) n

neN*.
774. Alegkisebb nevezd, ami feltételeknek megfelel a 100 + 101.

Indoklas:
Alakitsuk at az egyenl6tlenséget:

99-101g < 100- 101p < 100%q.

=n+ 1, amely mindig természetes szam, ha

(I) Az egyenlé6tlenség els6 részébdl az kovetkezik, hogy 99 - 101q legalabb 101-

gyel kisebb mint 100 - 101p, hiszen mindkettd 101-nek tobbszorose.

(IT) Ugyanigy 100 - 101p legaldbb 100-zal kisebb, mint 1002 gq.

Az (I)-bol és (11)-bdl kovetkezik, hogy

100g*— 99 - 101g = 100 + 101 = 201, ebbsl

q = 201.

Meg kell mutatni, hogy 1étezik 201 nevezdj tort, ami a feltételeknek megfelel.
99 198 100 200

Mivel 100 = 200" és Toi = 20 ezért a keresett tort csak a 201 lehet.

Erre teljesiil a feltétel, és 201 nevez6jl tortek koziil csak ez az egy felel meg,
. 100 99 1 1

mert ——

—_——— < —,
101 100 100-101 201
775. Akét megadott egyenlStlenségbdl keressiink korlatot p-re, g-ra

(p; g€ 2):
90 <p +q <100 (1), ebbl
90 p 100
T+ (1),
q q  q
09 <2 <001 (110).
q

Vonjuk ki (IT)b&l a (I1I)-ast, és vizsgaljuk az egyenlGtlenség elsd részét:
90
——-09<1=¢9>47]1.

q

A kivonas utan most nézziik az egyenlGtlenség masodik részét:

100 100
1<—=091=¢g < <52,35.
q

1,91
Igy g értéke 48 < g < 52.

IV
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A p értékét a (III) atalakitott alakjabdl hatdrozzuk meg:
0,99 <p <0,91q.
Ezek utan a lehetséges g értékek mellett a kovetkezdket kapjuk:
ha g = 48; 49; 50, akkor nincs megoldas,
ha g = 51, akkor p = 46,
ha g =52, akkor p =47.
46 47

A fel ldésa:—; —.
eledat megoldasa 51° 52

776. Tegyik fel, hogy van A egész szam, amelyre tizedestortalakja négy

1989

darab szomszédos 9-es szamjegyet tartalmaz valahol a tizedesvessz6 utan. Ek-
k.

kor szorozzuk meg tiz olyan hatvanyaval, amelynél 1989 tizedestortalakjdban

kozvetlentil a tizedesvessz6 utan 4ll a négy darab 9-es. Ekkor a hanyados tort-
része legalabb 0,9999, de ez nem lehet, hiszen az osztasnal keletkezd maradék

g .] > ]989 >

Az azonban nem igaz, hogy tizedestortalakjdban sehol sem szerepelhet

1989 P
négy szomszédos 9-es. Ha 4 =9 - 1989 + 1988, akkor 1989

=9,999 49...

777. Tegyiik fel, hogy Iétezik olyan raciondlis szam, ami a megadott egyenlet-
pek megoldésa. Legyen ez x.
Irjuk fel a megadott egyenletet a tortrész definicidja segitségével:

{x2} +{x}=x*- [xz] +x—[x].

A feltétel szerint a bal oldal egész (= 1), a jobb oldalt x*+x— (|| +[x])
alakba irva a zaréjelben 16v6 kifejezés szintén egész, ezért az x>+ x is egész és
pozitiv.

Irjuk fel erre a kovetkez6 egyenletet:

x*+ x = n, ahol n pozitiv egész. Az egyenlet megoldésa:

_—1J_r‘/1+4n

X027 B
Vizsgaljuk a /1 + 4n -et:
/1+4n =+ (2 +1).

Egyrészt raciondlis, mert a jobb oldal raciondlis, masrészt egész, mert egész
szam gyoke és raciondlis. Mivel /1 + 4n egész, ezért biztosan paratlan, igy a

-1+/1+4n

—1+ /1 + 4n péros. Ezekbdl kovetkezik, hogy az x, ,= >

egész.
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Ez pedig azt jelenti, hogy a lehetséges megoldasra: {xz} +{x} =0, ami ellent-
mond az eredeti allitdsnak.
1 1
778. A feladat feltételei szerint ha — + N € Z, akkor a +b € Z is teljesiil.
a

(I) Ha két raciondlis szdm Osszege egész, akkor a két szam tovabb nem egy-
szerlisithetd alakjaban a nevezk abszolutértéke egyenld.

Indoklas: Legyen a két raciondlis szdm a = ﬂ, és b= ﬁ.
9 q, Iv
Ha 204 12 egész, és (p;; q,) =1, és (p,; q,) = 1, akkor
9 9
919> (P1 ‘12"‘1’2‘11)-

Ebbdl kovetkezik, hogy ¢,| p; g, €s (p;3q,) = 1 miatt g|q,, ugyanigy belathato

hogy q2| q,- A két nevezd osztéja egymasnak, tehdt abszolutértékiik egyenld.
(IT) A feltétel szerint a szamok reciprokainak dsszege is egész, igy (I) alapjan a
szamlalok abszolatértéke is egyenld.

Az (I) és (II)-bdl kovetkezik, hogy a két raciondlis szdm abszolutértéke
egyenld.

Ez egyrészt teljesiilhet igy hogy a két szam egymdsnak ellentettje, ilyen esetben
az osszeg 0.

Teljesiilhet tigy, hogy a szamok egyenldk, azaz a = b.

I 1 . . . y S
~ + Py mivel 2a egész, ezért 2a|4. Ebbol |a|=2; 1; 5
A keresett (a,b) szamparok tehat: (a, —a); (2; 2); (=2; =2); (1; 1); (=1; —1);

B[

779. Tegyiik fel, hogy eredetileg n db szdmot irtunk fel, a letorolt szam legyen

602 7 1+2+3+...+n—-1+n—-k

k. A feltétel szerint —— =35—= =A;
17 17 n—1

1<k=<n.

. U n(n—1)
Az els6 (n — 1) pozitiv egész szdm Osszege B —

_n(n—l) n—k n n—k

_z(n—1)+n—1_2+n—1’

, igy

7 n
p— <1=34 17 < ) <35 17 Az 5 vagy egész, vagy egy egész szam

n
fele. Ezért 5 értéke 34,5 vagy 35.

0=

Ha " =345 n=69, cbbgl 22 = [ O—F 4 k=7
a5 =345 n=69,ebbdl - - = gg  ahonnan k=7.
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Ha " =35, n=70, ebbgl 0270, 0k o k=" i
a =35, n=70, ebbSl ——-=— g ahonnan k = ——-, ami nem

megoldas mert k nem egész szam.
Tehat a 7-et hagytuk ki.
780. (1) Nézziik azt az esetet, amikor az a racionalis:
a) Ha b racionalis, akkor minden racionalis x esetén y is racionélis, tehat
végtelen sok raciondlis szampar illeszkedik az egyenesre. Ilyen pl.:
y=2% R
b) Ha b irracionalis, akkor x racionalis esetén y irracionalis. Ebben az

esetben tehat nincs olyan pont, amelynek mindkét koordinatéja racio-
nalis. PL.: y=3x+ ﬁ
(2) Most legyen a irraciondlis. Belathato, hogy legfeljebb egy olyan pont van az
egyenesen, amelynek mindkét koordinataja racionélis.
Tegyiik fel, hogy létezik két kiilonbozS ilyen tulajdonsagi pont: (x5 y,),
(x5 ¥,), ahol x; #x,, ebbdl kovetkezSen y,#y,, és x;; x,; y;; y,€ Q.
Mivel az y=ax+b egyenletii egyenesre illeszkednek, ezért y,=ax,+ b;
y,=ax,+b.
Kivonva a két egyenletet:
=
=X
raciondlis szdm hdnyadosa egyenl$ egy irraciondlis szimmal. Ez pedig ellent-
mondas. Tehat legfeljebb egy raciondlis koordinataja pont taldlhatd az egyene-

yi—y,=a(x;—x,), és x;,—x,#0. Ebbol a = , ami azt jelenti, hogy két

sen. Ilyen pl.: y = ﬁ x— 2. Ennek egyetlen racionalis megoldasa a (0; — 2)

pont.

1

781. Valasszuk ki a felbontasban szerepld —, c¢#0 alaku tortek koziil a
c

1
legkisebbet. Ez — alaku tort felbonthatd alakra, ahol mind
c

+
c+tl c(c+1)
1
a két 6sszeadando kisebb, mint —, igy az eredeti felbontasban biztos nem sze-
c

1
repelt. Ezzel belattuk, hogy 1étezik n-nél tobb kiillonbozs, — alaku felbontas.
c

L

782. Az adott szdmok esetén megtehet6 az ,egyszer(sités”, mivel
193+ 65° 281484 84 19465

463+ 653 371961 111 46+65°
Altalanositva:

a+b> a+b a*—ab+b?

@) =

A+b c+b rrchb+b?
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A szamokkal leirt egyszer(sités akkor helyes, ha a jobb oldalon a masodik tort
értéke 1.

a’—ab + b*=c*—cb + b
a’—c*—ab +cb=0.

Szorzattd alakitva:
(a —c)(a +c—b)=0,ahol a # c, mert ellenkezd esetben mindig megtehets az

egyszer(sités.
Tehat a — b + ¢ =0, azaz b = a + ¢ esetben teljesiil az (I) Osszefiiggés.
1 1 1
783. Végezziik el a beszorzast:| x + ; Ay + " =xy+ E + 2, xy# 0. Ebbdl
1
xy+ E egész szam. Legyen ez k, k € Z.
1
y+—=k;
Xy
2
() —kxy+1=0.

Ennek az xy-ban masodfokd egyenletnek akkor lesz raciondlis megoldasa, ha
D = k*— 4 négyzetszam.

K-d4=Pkle;
k*—1P= 4.
(k —1)(k + 1) = 4 lehetséges megoldésai:

k—1] 1 4 2 -1 | -4 | -2
k+1| 4 1 2 -4 | -1 | =2

Ebbdl pedig csak k =+ 2 lehet.
1
Ha k=2, akkor xy=1, és y=—. EbbSl az eredeti kifejezés értéke:
X
1 1
(x+x)|—+—[=4.
X X
1 .
Ha k=-2, akkor xy=-—12, igy y=——. Ekkor a kifejezés értéke
X
1 1

(x—x)|———[=0, de ez a feladat feltételei miatt nem lehetséges.
X x

. 1
Igy tehat az adott kifejezés minden [x; —] szdmpar esetén egész, ahol
X

xe Q,x#0.

IV
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784. a) Tegyiik fel, hogy az a + b + ¢ + d 0sszeg racionélis szam.

Legyen pl. az (a + c) racionalis. Ekkor a (¢ + d) is racionalis, mert két
raciondlis szdm kiilonbségeként eldallithatd. Még pontosan egy raciondlis
osszegnek kell lennie. Legyen ez az (a + d). Az el6z6ekhez hasonléan belatha-
t6, hogy akkor a (b +d) is racionalis. Ellentmondésra jutottunk, tehat az
(a +b + ¢ + d) 6sszeg nem lehet racionalis szam.

b) Az a) rész alapjan a négytagi Osszeg irraciondlis, igy négy eset lehet:

i. Pontosan egy raciondlis szdm van a négy szam kozott. Legyen ez az
a. Ebbol kovetkezben (a + b), (a + ¢), (a + d) irraciondlis. A tobbi
harom 6sszeg racionalis, amibdl kovetkezik, hogy a (b + ¢ +d) is
racionalis. Ez viszont ellentmondas, mert az (a +b+c+ d) is
raciondlis.

ii. Pontosan kett6 racionalis szam van a négy kozott.
Legyen ez a két racionlis szim a;b. Ekkor az (a + b) racionilis,
és ebbsl kovetkezéen (a + ¢), (a +d), (b + ¢), (b + d) irracionalis.
Ez ellentmond annak, hogy pontosan hidrom 0sszeg lehet irra-
ciondlis.

iii. Pontosan harom raciondlis szdm van a négy szam kozott. Ez meg-

valésulhat pl.: a = 1;b=4;c=5;d = .
iv.Mind a négy szdm irraciondlis. Ilyen szdmnégyes is létezik pl.:
a=/2,b=1-/2,c=3+/2,d=-3+ /2.
785. Az egységnyi befogdju egyenld szart haromszog atfogdja ﬁ , az egység-
nyi és ,/2 befogdju derékszogli haromszog atfogdja 1/5 .

A megadott szamkozben raciondlis szam pl.: 1,6,

2+/3 5 4
Irracionalis szam: #; 7 /g ; g/ﬁ .
786.4)3< /15 <4=0< /15 -3 <1;
b)2/13 =/52 57<2,/13 <8=9<2/13 +2<10;

c)0<11- /110 <1;

d) 23—2f=23— 24 =18<23-2./6 <19.
787. a) Igaz.

b) Igaz.

¢) Hamis.

d) Hamis.

23
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788. Bizonyitas indirekt médon:
J2 -3

Tegyiik fel, hogy = g racionalis szam.

Ebbdl: /2 = 5¢ + 3.

A bal oldal irracionalis, a jobb oldal racionalis, ez ellentmondds, tehat g irra-
cionalis szam.

789. a) /3 29—6-/3/5% = (3/5)2—62=,/261—36=15, \Y4

tehat racionalis.

b) /4ﬁ+3 -/4 5-3 = <4ﬁ)2—9 = /71, irracionalis.
c) /3+2ﬁ +/3—2ﬁ.

Eszrevehetd, hogy a gyok alatt teljes négyzetté lehet alakitani.
2 2
3+2/2 =(ﬁ+1) és3-2/2=(/2 -1), ezért

/3+2ﬁ +/3—2f:/(ﬁ+1)2+/< 2—1)2=ﬁ+1+

+.,/2 — 1 =2 racionalis.

d) Az el6z6 alapjan:

2

/7+2ﬁ—/7—2f=/(ﬁ+1)2+/(ﬁ—1) -

:/E +1+ /g — 1 =2 racionalis.

e) Legyen 3‘/5+2ﬁ +3/5-2/13 =x;
2
*=5+2/13 +3(3/5+21/E) ~3/5—2ﬁ +

+33/5+2ﬁ<3/5—2/§)2+5—2ﬁ;
x3:10+3§/5+2/ﬁs/5—2/ﬁ(3\/5+2/§ +3~/5—2/B>.

A zarojelben 1évo kifejezés x, a szorzétényezje:

Js+2/B)5-2/5) =y77 =3

x*=10 — 9.
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Rendezve az egyenletet:
2+ 9%—10=0;
(x—1)(x+x—10)=0.
Ennek az egyenletnek egy valos gyoke van, az x = 1. Mivel a vizsgélt
szam valos, ezért értéke x = 1, tehat racionalis szam.
f) Alakitsunk szorzatta a gyokjel alatt:

vV 28+ 16 3=(1+ﬁ)4,és28—16 3=(1-ﬁ)4;
4/28+16ﬁ—428—16 3 :‘K/<1+/§)4+‘i/<1_ﬁ>4:2’

a kérdezett szam racionalis.
790. a) Hamis, mert pl.: (/; + b) + (c - ﬁ) =b + ¢, ahol a,b,c € Q,a = 0.

b) Hamis, az a) eset alapjan.
a

. Ja
¢) Hamis, mert pl.: ﬁ T ahol a,b € Q,a > 0.

d) Igaz, lasd a) pont.

e) Igaz, lasd c) pont.

f) Hamis, bizonyitas indirekt médon.

g) Igaz.

h) lIgaz, lasd b) pont.

791. Legyenek a és b irraciondlis szamok. Tudjuk, hogy

a) a + b =c és c raciondlis, 2b irraciondlis, és a — b = ¢ — 2b egy racio-
nalis és egy irracionalis szam kiilonbsége irracionalis. = a — b irracio-
nalis.

b) Hasonl6 meggondolassal igazolhatd, hogy az a + 2b irracionalis.

SR
793.K=/a+b+/%~/a+b— 4ab = [(a+Db) —4ab =
—Ja*+b*—2ab = [(a—b) =|a—b|.

Tehat a K kifejezés raciondlis, ha a €s b raciondlis szamok.

794. (3—ﬁ)-3/m=3\/(3—ﬁ)3(9+4ﬁ) -
:/(27—27 5 +9~5—5/§)<9+4ﬁ) =3~/(72—32ﬁ)(9+4ﬁ> _

=3/8(9—4ﬁ)(9+4ﬁ> =3/8(81-16-5) =2

792.
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795. Az alabbiak szerint lathato, hogy mindkét szamkifejezés atzardjelezhetd

ugy, hogy szerepeljen benne a / 2+ /g és / 2 - ﬁ szamok 0Osszege, illetve

kiilonbsége.

e i e - (o - [ )
b=Jo-[2-/3- 2+ /3 :[_(/2+ﬁ +/2—ﬁ).

Mivel mindkét szdmban a zardjelbeli kéttagiak pozitiv szamok, ezért négy-
zetiik négyzetgyokével helyettesitjiik.

Hatarozzuk meg a / 2+ 1/5 és / 2 - 1/5 kifejezések Osszegének és kiilonb-

ségének négyzetét!

(/2+ﬁ i/2—ﬁ)2=2+ 3 12‘/<2+/§)<2—/§> +2-/3 =

=4+2,/1 =4+2.
Ezek alapjan

(/2+[—/2 > 2 ezerta—f— 2=02¢s
</2+/§+/2 ) 6,ezért b = f— 6 =0.

Igy mindkét szam értéke 0-val egyenld.
796. Gyoktelenitsiik a torteket:

1 _(n+1)‘/;—n‘/n+1:(n-i-l)/;—n,/n%-l
(n+ ) n+n/n+l (n+1)2n—n2(n+1) (n+1)n

Ez alapjan teleszkopikus Osszeggé alakithatd az Osszeg:

L N U U (R
1 2 2 3 n

n n+1

Jn+1
n+1

=1- <0,9.

Ennek az egyenl6tlenségnek a megoldasa n > 99.
797. Abizonyitand¢ allitas:

IV
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Az egyenl6ség négyzetre emelése ekvivalens atalakitds, mert nem negativ sza-
mok Osszege, illetve négyzetgyoke szerepel mindkét oldalon.
2 2

4
o [y = s
Je+fy=J/x+[y.

Tehat a fenti egyenl6ség x, y lehetséges értékei mellett azonossag.
798. A4 :/36 + 141/6 +14,/5 +6,/30 atalakitdsanal vizsgaljuk a gyok

alatti kifejezést.

36+14,/6 +14,/5 +6,/30 =6(6 +,/30 ) + 14(,/6 + /5 ) =
=6,/6(,/6 +/5)+14(/6 +/5) = (/o +/5)(6,/6 +14).

Igy ennek a szorzatnak a négyzetgyoke a vizsgalt szam.

A=/(ﬁ+ﬁ)(6 6+14).

Alkalmazzuk a szorzat masodik tényezGjére az el6z6 feladatban bizonyitott

azonossagot:
0 [ﬁ/fzﬁ /fzﬁ
Jofo +14 = /216 + /196 = 36+ /5 + [3/6 5.

Behelyettesitve, majd elvégezve a beszorzast

A=/ﬁ+ﬁ</3ﬁ+ﬁ +/3ﬁ—ﬁ>=/23+4/%+/13+2/? =
=/1/5+/@ +/‘/@+/@.

Ismét alkalmazzuk az (I) azonossagot mindkét tagra:

/23+,/529—480 +/23—/E +/13+/169—120 +/13—/E ~
2 2 B

2 2

S5+ 54 /0+ 5,
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799. Hatarozzuk meg x° értékét!

3
1

R e R

2

(a3 () Tl ()

1 1

()|l ()

A szdgletes zardjelben 16v6 kifejezés egyenld x-szel, ezért x*=—3x— 2, azaz
x*+ 3x+ 2 =0, ami éppen a bizonyitandé allitas.

800. Mivel minden megadott értékben szerepel az 1 6sszeadanddként, célsze-
rti, ha a polinomot (x — 1) hatvanyai szerint rendezziik at. Ehhez meg kell haté-

rozni (x — 1) hatvanyainak egyiitthat6it.
P(x)=0(x—1)=(x—1) +a(x—1)+b(x— 1) +c.
A polinomok egyenl&sége miatt minden x-re igaznak kell lennie a fenti egyen-

16ségnek.
Legyen az x értéke rendre 0, 1, 2. Ekkor a kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk:

x=0, ekkor P(0)=Q(-1), —1=—1+a-b+c;

x=1, ekkor P (1) = Q(0), —-6=c;

x=2, ekkor P(2)=Q(1), —1l=1+a+b+ec.

Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa: a =0, b =—6, c =— 6.

Igy tehat az atrendezett polinom:
P(x)=x-3"-3x—1=(x— 1) —6(x—1)—6.

Ezek utdn az adott értékeket behelyettesitve:

a) P(x)=P(1-/2)=0(-/2)=-2/2+6/2 -6=4/2 -6.
b) P(x,)=0(/2)=-4/2 —6.

¢) P(x;)=0(-2/2)=-4/2 -6

d) P(x,)=0(2/2)=4/2 ~6.

) P(x)=0(VZ +4)=(V2 +¥/2) ~6(¥/2 +¥/4) -

=2+63/2+634 -63/2-634 -6=0.
A polinomba val6 behelyettesités utan lathatd, hogy
P(x))+ P(x,)=—12és P(x;) + P(x,) =— 12, azaz P(x,) + P(x,) = P(x;) +
+P(x,).

IV



130 Racionadlis és irracionalis kifejezések

801. /7 + Z/T = /; + /; egyenletben kell meghatdrozni az x, illetve y

értékét. Mivel mindkét oldal nemnegativ, ezért ekvivalens dtalakitast végziink,
ha négyzetre emeliink.

7+2/ﬁ=(/§+ﬁ>2; 7+2/10 =x+y+2 [y,

Legyen:
x+y=17 }
xy=10["
Ennek az egyenletrendszernek a megoldésa:
Az y="T7 —x, ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe, azt kapjuk hogy:
x*— Tx+ 10 = 0, melynek gyokei: x,= 5, és x,=2.
Ekkor y,=2,és y,=5.

Igy a megadott szam keresett alakja: /7 + 2 /ﬁ = /g + /5 .

P

802. Az el6z6 feladatban megadott eljaras szerint:

[8+4/8 =J6 +/2.

803. Legyenek A, B; és x, y raciondlis szamok €s tegyiik fel, hogy

a+/B =/x =+ [y.

Mindkét oldal nemnegativ, ezért a négyzetre emelés ekvivalens dtalakitas.

Aiﬁ=x+yi2‘/7,

x+y=A,¢és dxy=1B.

Ebbdl kifejezve az x-et és y-t:

A+C A-C
x=— ,és y= 5 ,aholC=,/A°-B.

Ezek alapjan

A+C A-C
|A+ /B = + .
804. /2./3 -3 = 4‘/; - 4/; egyenlGségben keressiik x, y értékét, ahol x, y

nemnegativ raciondlis szam.
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A megadott szamot atalakitva:

= Se-2)- (B -

z(ﬁ_l)ﬁzﬁﬁ_43= 3

J O T :

A keresett racionalis szamok: x = 277 és y= T |V
805. A18—-4,/15 +2 f -4 /5 értéke pozitiv, ezért a négyzetgyokvonas el-

végezheto.
A feladat szovege szerint:

(x+9/3 +2/5) = 18-4,15 +2,/5 - 4,3,
Végezziik el a négyzetre emelést.

524+ 20,/3 +2z/5 + 22 /15 =18 -4 /3 +2,/5 -4 /15.
Az x,y, z értékét ugy hatarozhatjuk meg, ha a raciondlis és irraciondlis tagok
kiilon-kiilon egyenlSk. Igy a kovetkezSket kapjuk:

x>+ 32+ 522=18 (D),
y=—4 (ID),
Az=2 (I1D),
yz=—4 (Iv).

A harom ismeretlen megoldasdhoz négy egyenletiink van, és altaldban az ilyen
esetben a megoldds nem hatarozhat6é meg egyértelmtien. Azonban a (II) (I1I)
(IV) egyenletbdl meg tudjuk hatdrozni az ismeretleneket.

Osszuk el a (II) egyenletet a (IV) egyenlettel:

X
S Hsoe=2 sx=t1,z=%1, y=F2.
2xz=72

A kapott szamharmasok tehat a kovetkezok:

(1; =2; 1) és (—1; 2; —1).

A kapott értékeket behelyettesitve az 1. egyenletbe, lathatd, hogy mindkét meg-
oldas ezt is kielégiti.

A feladatnak azonban csak egy megolddsa van, mert az els6 szamhéarmas esetén
az eredeti egyenlet bal oldala negativ, igy nem lehet egyenld egy pozitiv szam
négyzetgyokével.

Igy a keresett feliras:

/18—4E+2 5-4/3=-1+2/3-/5.
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806. Fejezziik ki az egyenletben a 3 /a + /b -t.

(30 = /18)(3/a + /b ) = 12(/30 - /18 );
3 /a4 b= 12 :12(ﬁ—/ﬁ)_

@_m 30 - 18 ’
3/a+/b=/30+/18 =3/2 + /30.

Emeljiik négyzetre mindkét oldalt. Mivel mindkét oldal pozitiv, ezért az ata-
lakitds ekvivalens.

9 +b+6/ab =48 +6,/60 .

Ez csak tigy teljesiilhet, ha
9a +b =48 és
ab = 60.

10
Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa [?, 18] és (2; 30). A feladatnak

az egész szamok halmazdin tehét csak egy megolddsa van: a = 2, b = 30.
807. Kikotés: n+28 ésn e Z™.
Gyoktelenitsiik a tortet.

J7+2/n  14+2n+5)n

2/7-/n 28 —n

Tudjuk, hogy K egész, mivel a nevez6 egész szam, a szamlalonak is egésznek kell
lenni. Ez azt jelenti, hogy az 5,/7n € Z = ,/7n racionalis szim. Mivel 7n egész,
ez csak tigy lehet, ha a 7n négyzetszam, azaz n = 7k* alaki ahol k € Z.
Helyettesitsiik be az (I) egyenletbe:

14+ 14K+ 35k (2k+1)(k+2)  2k+1 5

28-7k>  (2-k)(2+k)  2-k k-2
AK értéke akkor egész, ha (k — 2)| 5. Ekkor

(I K=

k=2 | =5 | -1 1 5
k -3 1 3 7

A legnagyobb abszolut értéki k esetén lesz n a legnagyobb. Ez a k = 7, ekkor
n=7-7=7.
A legnagyobb n egész szam, amelyre a

J1+2/n

= egészaz n=343,¢ésa K=-3.
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2 2

808. Tegyiik fel, hogy van ilyen alaku el6allités, azaz:
(D 3/2 =a+b.,/c,ahola,b, c racionalis és c pozitiv.
Mivel 3/2 irracionalis, ezért, b # 0.
Az (I)-et kobre emelve, majd atrendezve:
3

(1) 2=a’+ 3a2b/; +3ab*c + b3<1/2) = a’+ 3ab*c + (3a2+ bzc)b/g.
A b /c -t (1)-bdl kifejezve, majd behelyettesitve a (II)-be:
b,/Jc =32 —a;
2=a’+3a’bc + <3a2+ bzc)(3 2 - a).
2+ 24°= 2ab*c = (3a°+ bc)y/2.
Mivel b # 0 és ¢ pozitiv, ezért 31/5 egylitthat6ja nem nulla, ezért:
2(1 +a’— ab2c>

3a*+ b*c
Ez azonban ellentmondds, mert a jobb oldalon racionélis kifejezése 4ll, ami

racionalis, a bal oldal pedig irracionalis.
8009. A feltétel szerint

a =%<‘/§— 1);
a2=%<6—2/§>;
T erlo-2).

Irjuk be a megadott kifejezésbe az

32=

r? 1
— 2_ 2 [ — = S =
A= [2|r r/r 16(6 2,5) r/Z J10+2/5
r
=2 /8- [10+2/5 ~0313 1.

810. Legyen a téglalap két oldalax ésy és legyen x >y. Ekkor

D  x+y=da;
(I  xy=a’.
Vonjuk ki az (I) egyenlet négyzetébdl a (1I) egyenlet négyszeresét:
2 2 2
(x+y) —dy=(x—y) =12a°.
(11I) x—y=12‘/§a.

IV
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Az x>y feltétel miatt csak az x —y =+ 2 /3 a johet sz6ba.

Az (I). és (III) egyenletbdl:

x=2a+a/3 ésy=2a—a‘/§.

811. Ha g, és q, elemek raciondlis szamok — &, / kiillonboz6 pozitiv egészek —,
akkor a sorozat differencidja is raciondlis szam, tehat ha van az elemek kozott
legalabb két raciondlis szam, akkor minden elem raciondlis szam, vagyis nem
lehet az elemek kozott pontosan kettd racionalis szam.

812. Az el6z6 feladat kdvetkezménye.

813. Irjuk fel a haromszog teriiletét kétféleképpen:

2 ny (n+1)z

T=—+—+
2 2 2 ’

- m+3 2m—-1 3 1 1 Ty
2 2 2 g TyrTAtTE s
1 1
=Z/4(3n2+3n—3)+3=Z,/4k+3.

Hax, y, z racionalis szamok, akkor az els6 esetben T racionélis szam, a masodik
esetben a gyokos kifejezés irraciondlis, mivel 4k + 3 alakt szdm nem lehet egy
egész szam négyzete.

Tehat x, y, z nem lehetnek egyidejiileg racionalis szamok.

814. Vizsgéljuk meg az els6 néhany szamra a kérdéses szdmjegyet.

n 1 2 3 4 5 6

Jnr+n+1  [1,7...02,6...13,6...14,5...(5,5...6,5...

A sejtés az, hogyha n = 4, akkor a kérdéses szamjegy 5.

2
n’<n*+n+1<(n+1),ezért

‘/n2+n+1

Legyen a tizedesvessz$ utani szdmjegy a. Tehat

a a+1
n+ﬁ<,/n2+n+1 <n+ 10 ahol 0 <a <9a € Nazaz,

W0n+a<10/n’+n+1<10n+a+1 /( )i—100n%,

() 20na+a*<100n + 100 <201 (a + 1)+ (a + 1) .

=n.

Az (1) egyenl6tlenség els6 részEébol:

20n (a — 5) + a*< 100.
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Mivel n > 4, ezért 80 (a — 5) + a>< 100 egyenl6tlenséget vizsgdlhatjuk. EbbSl
adodik, hogy
(I1) a<S5.
Az (1) egyenl6tlenség mésodik részEébol:
2
100 <20n(a + 1) < 20n(a —4)+ 10%, mert a < 9.

Ebbdl 0 < 20n (a — 4), ami akkor és csak akkor igaz, ha Iv
I a=5s.

(I11)-bdl és (1II)-bol kovetkezik, hogy a = 5.

A kérdéses szamjegy tehat n = 4 esetén 5, ha n = 2; 3 akkor 5, ha n =1 akkor 7.

815. Megvizsgalva az adott szamokat, azt tapasztaljuk, hogy a jobb oldalakon

8
a szamok kiirt tortrésze megegyezik a 9= 0,888 888... végtelen szakaszos tize-

des tort alakjanak els6 harom jegyével. Az egész részek 9-cel névekednek, 8-t6l
kezdve. Ezek szerint a jobb oldalak leirt szdmjegyei hdrom jegyre kerekitett
értékei a kovetkezd szdmoknak:

8+8—9 1+8—9 L
9_( )9_ 9’
2.9 L

95
3-9 L

9)
4-9 !

5

Ezen szamok ko6zos alakja
1
Ok — 9 aholk =1, 2,3, 4.
Négyzetiik kozos alakja:
1
81k*— 2k + —.
81

Ennek egész része 81k*—2k,shak=1,2,3, 4 értéket behelyettesitjiik, akkor
a gyokjel alatti szamokat kapjuk.

Ezek utan vizsgaljuk meg, hogy a 81k*— 2k kifejezés k =5, 6, 7... értékei ese-
tén a természetes szamok négyzetgyokében az elsd harom tizedesjegy ugyan-
csak 8-as-e, azaz igaz-e minden k = 1 egész szamra a kovetkez6 egyenlStlenség:

M) (% —1)+0,888 < /81k>— 2k < (% — 1)+ 0,889.
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Az (I) egyenl6tlenség méasodik részének helyessége konnyen bizonyithato.
J81k*— 2k < [81k*— 2k + i =9% — l =
81 9

=(% — 1)+ % = (9% — 1)+ 0,888...< (9% — 1) + 0,889,
A (I) egyenl6tlenség bal oldalanak igazolasa:
(9% — 1)+ 0,888 < /81k*— 2k egyenlStlenség mindkét oldala pozitiv, ezért a
négyzetre emelés elvégezhetd.
(9% — 0,112)2= 81k*— 2,012k + 0,012 544 =
= (81k?— 2k) — (0,016k — 0,012 544).
Az utols6 zardjelben 1év0 kifejezés pozitiv, ha k = 1, tehat

(9% — 0,112)" < 81k~ 2%.
Ezzel belattuk, hogy a fent megadott kifejezés négyzetgyokében az els6 harom
tizedesjegy 8-as.

Hatvany, gyok, logaritmus

Egész kitev6ju hatvanyok

16
816. 4, 1 1 12 -, —=
(l) 9’ 6 > 63 6a 57 27 5 625 5

100 36 625

b) =, —, 5 — —
)25 3 > 197 2167 28561
9 16 27 1 2
c) 4 b 9 b b 25 2 2 b 5 2
d) ——, 1000, ——, 1265625, 1265625.
) 000 1257 ’

817.a)2, 4, 8 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024;

b)3, 9, 27, 81, 243;

c)l, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100;

1, 8 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000.

818. A papirlap hajtogatas utan 2°- 0,1 mm, azaz kb. 112 589 990 km vastag
lesz.
819. A kihizott szamok: 1, 3, 9, 27, 81.
820. a) Akétszam egyenls. b) A két szam egyenlS.
821. a) Az els6 szam a nagyobb. b) Az els6 szdm a nagyobb. ¢) A masodik
szam a nagyobb. d) A méasodik szdm a nagyobb. e) A masodik szdm a nagyobb.
f) Az els6 szam a nagyobb.
822. a) A masodik szim a nagyobb. b) 10> 20",



