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a+b

1775. Legyenek a befogdk: a, b. Ekkor 9= = ,/ab . A maximalis

ab
teriilet BN = 40,5cm?, az atfogo hossza ‘/ﬁ cm.

a+b a*+ b? 5 s L
1776. 21 = > < 5 azaz a”+ b”=> 882, tehat a keresett minimalis

érték: 882. Ezt fel is veszi, ha a = b = 21.
1777. Legyen a keresett szakaszok hossza: x cm, illetve 50—x cm.

2
A négyzetek teriiletének dsszege: x>+ (50 —x)".

x+ (50 —x) xz+(50—x)2 S )
— =25< — Tehat a minimalis teriilet: 625 cm”, ek-
kor a négyzetek oldala: x =y = 25 cm.

1778. Legyenek a levigott darabok: x cm és 160—x cm. A négyzetek oldalai:

2 2
X 160 — x
x 60—x A IZ] +[ 4 ]
4 4 _9< .

Z cm €S 4 cm. ) 5

Tehat a minimalis teriilet: 800 cm? ekkor a négyzetek oldalai: 20—20 cm hossziak.

1779. Becsiiljiik xy értékét kozepekkel!
2

2 2’
jesiil, hax =y = 8,5. Ez nem eleme az alaphalmaznak. Létezik-e ekkor egyal-
talan megoldasa a feladatnak? Természetesen igen, azx = 8,y = 9 vagy forditva.
A feladat altalanosithat6: x, +x, +x; + ... +x,=c és n nem osztdja c-nek

esetekre hasonl6 a megoldas gondolatmenete.

x+y 17 o 17 o
/E < =—, melybdl xy=< |22 egyenlGség pontosan akkor tel-

1
1780. (1) Hax pozitiv valds szam ¢€s tart 0-hoz, akkor — tart végtelenhez, igy
X

S is tart végtelenhez.

1Y 1Y
1 1
x+; +y+; x+—+y+—
X y
2 > :
@ . —,
2
1
2 2 1+ 5
1 12 ]+_+l 1+— (x+y)
x y Xy 4
+—|+|y+—| =2 = > =
TP T 2 2 2




Nevezetes egyenlétlenségek 353

2

(1+4) . . 1 1
= > = 12,5, tehat § > 12,5, s ezt az értéket fel is veszi ha x+;=y+;,
. 1
vagyis hax =y = 5
1781. Vizsgaljuk meg S értékét, ha x =y =z és a feltételnek megfelelGen,
tehat:

Py’ +2=1.
Alkalmazzuk a négyzetes és a harmonikus ko6zép kozotti egyenlGtlenséget!

3 - x*+y*+ 27 1 _1/5
1 1 1~ 3 _/5_3'

x 'y z

Vegyiik mindkét oldal reciprokat!

11 1 39
— 23 =3/3.

x'y 255

3
Ekkor x=y=z= /; esetén az egyenlOség teljestil, igy a kifejezé€s minimuma

§=3,3.
1782. Alakitsuk at az elsd tagot, és a nevezdben alkalmazzuk a szamtani és
mértani kozép kozotti egyenl6tlenséget:
JY
>

x? _x2+xy—xy: A

Yo
x+y_ x+y o x+y =7 2‘/5_)6

Atalakitas utan alkalmazzuk ismét a szimtani és mértani kozép kozotti egyen-
16tlenséget:

2 2 2
. Y : >x—/§+y—‘/;7z+z—‘/2;:

S= + - >
x+y y+z z+x

1 x+y y+z z+x 1 1 1
=x+y+z——= + + -yt fyz+fx——=—.
ATyYTETS T 2 R AR R A T

1

1
Azaz § = E,igy tehat S minimuma bR hax=y=z= 3

1783. Alkalmazzuk a szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenséget
2a +1 és 1-re.

20+ 1)+ 1
%Z [(2a + 1)1, azaz a +1= /2a + 1.

IV
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Tehat:
J2a+1+/2b+1+/2c+1<a+1+b+1+c+l=a+b+c+3=4.

Az egyenl8ség pontosan akkor teljesiil, ha 2a + 1 =1, vagyis ha a = 0, illetve
hasonléan b = 0, ¢ = 0. Ez viszont ellentmond a kezdeti feltételeknek, igy csak
fels6 korlat adhatd, de maximuma nincs.

1 _1 1
PR

1784. Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket: x=—, y

Ekkor xyz = 1.
Az allitas bal oldalanak elso tagja:
1 x? B x’yz B x?

a3(b+c)_ 1 1 y+z y+z°

y z

Ha elvégezziik mind a harom tagra az ilyen tipust atalakitasokat, és alkalmaz-

zuk a sulyozott szamtani és harmonikus kozép kozotti egyenlGtlenséget az
X y z

, , szamokra, valamint az x, y, z salyokra:
y+z z+x x+y

x y z
X + +z
S Ty+z Y rx Xty x+y+z
x+y+z x+y+z T y+z zZ4+x x+y’
X +y +z
x y z

azaz

- (x-i—y-i—z)2 _xty+tz

- 2(x+y+2) 2

Alkalmazzuk a szdmtani és mértani kdozép kozotti egyenlGtlenséget, és vegyiik
figyelembe, hogy xyz = 1.

S>3x+y+z>3g 3

=23 TaoavMET

Igy tehat az allitast igazoltuk.

Az egyenl6ség pontosan akkor teljestil, ha x=y =z, azazhaa=b =c.

1785. Legyen a paros index(i szimok 0sszege P, a paratlanoké pedig Q.

Ha P és Q szamokat Osszeszorozzuk, akkor a vizsgalt 6sszeg minden egyes
tagjat megkapjuk. Természetesen kapunk olyan tovabbi tagokat is, melyek nem
tagjai az 0sszegnek, de a feltétel szerint ezek egyike sem lehet negativ.

Igy x,x,+x, x5+ x3x,+ ... +x,_,x, <PQ, masrészt P+ Q=1 és B QO nem-
negativ szamok.
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Alkalmazzuk rajuk a szamtani és mértani kdzép kozotti egyenlStlenséget.

P+0
2

1

1

2

X Xyt Xy X3+ Xy X+ o+ X, x, SPO<

Azt kaptuk tehat, hogy a vizsgélt 0sszeg nem lehet 0,25-nél nagyobb.
Ez a becslés mar tovdabb nem javithato, mivel ha példdul x,=x,=0,5 és
x;=x,= .. =x,= 0, akkor az 6sszeg pontosan 0,25.
1786. Vialasszuk a nagysdg szerinti k6zépsGszdmot t-nek, megengedve az
egyenlGséget is.

1—1t

3 a feltételek

A masik kettd Osszege ekkor 1 — ¢, a kiilonbségiik legfeljebb

miatt.
(a+b) —(a—b)
4 >

5]

a két ,,sz€Is6” szam szorzata nagyobb vagy egyenls, mint 1 =
2 2
=l—|1-1).
5fa-o

2 2
A harom szam szorzata tehat biztosan nem kisebb, mint 0] t (1 — t) .

Mivel minden a, b valds szamra ab =

t
2t+t+th+y+zZt+t+E,

1

7 <t< 5 Tehat minden, a feltételeknek megfeleld x, y, z szimharmasra van

T

biztosan nem kisebb, mint az f fiiggvény minimuma az adott intervallumon. Ez

2
olyan ¢ € , hogy xyz > f (1) = 5! (1- t)z. A hédrom szdm szorzata tehat

a minimum létezik, mivel f folytonos. Az 5 ob 5(1 — t) szamokra teljesiil-

nek feltételeink, igy az xyz szorzatnak is Iétezik a minimuma és az éppen az f
minimumaval egyenld, Az f fliggvény konkav a vizsgélt intervallumon, hiszen f

maésodik derivéltja —5(4 — 61) itt negativ, ezért f minimumat az intervallum

valamelyik végpontjaban veszi fel.

1 1 4 2 1
f [ZJ =3 < 5 = f [?] Tehat xyz szorzat legalabb EvR és akkor pontosan

1

1
ennyi, ha x, y, z szamok értékei sorrendtdl eltekintve: —, T2

IV
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, ezért behelyettesités és teljes

1 3 1
négyzetté alakitds utan: xy = 5[(22 —1)*-= (22+ 27 — 3)] = E(Z - 1)2+ o

1
1787. Mivel xy=5(x+y)2—<x2+y2)

Tehat xy a z-ben masodfoku kifejezés.

A jobb oldalt, mint z figgvényét vizsgalva f(z)-nek keressiik z-t6l fiiggd mini-
mumat, azon z értékekre, melyekre 1étezik az eredeti egyenletrendszernek (x,
y) valés megoldasa.

f(z)-nek abszolit minimuma z = 1 esetén van, de ekkor

x+y=1
x*+y*=0

egyenletrendszernek nincs valés megoldésa.
Kérdés: mely z értékekre van megoldasa az eredeti egyenletrendszernek?
Mivel x =2z — 1 —y, ezt behelyettesitve:

2y* — (4z — 2)y + (32> — 6z + 4) = 0 egyenlethez jutunk.
Ennek az egyenletnek akkor és csak akkor van valds gyoke, ha diszkriminansa
nemnegativ.
D =— 8z°+ 32z — 28 > () megoldasa:

/2 Jj2

2———<z<2+—.
2 2
Mivel z>1 esetén f(z) szigordan monoton nd, ezért f(z) ott veszi fel a

2
legkisebb értéket, ahol z a legkisebb, azaz z,= 2 — é esetén. Ekkor f(z))=
2

-5

1-—— .
2

2

2
o 11-6/2
Tehat xy minimalis értéke: —
27

1788. Az eredeti egyenlet: 2x°=x*+ T (1)
27
Alakitsuk at az egyenletet a kovetkezé médon: x°(2 —x) = 6 2)

Mivel (1) jobb oldala pozitiv minden val6s x esetén, igy x szintén pozitiv.
Ha x = 2, akkor (2) bal oldala kisebb vagy egyenl6 0.

Tehat x € ]0,2].

X x X
37373

Alkalmazzuk a szamtani és mértani kdzép kozotti dsszefiiggést a ,(2—x)

X xx
szdmokra, igy 333 (2 — x)-et becsiiljiik felilrdl.
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4

X x x .
X X X EREE R ) 1 1
Sl p-p<s|33 3 ===
333 4 2 16
L X2-n _ 1 o o S

Tehat 7 < 16 2 egyenlGség a tagok egyenlésége esetén teljesiil, azaz

3
x=_.

Ez val6ban gyoke az egyenletnek.

1789. Nyilvan az f(x)-nek pontosan ott van maximuma mint a 2f(x)-nek.
2

2f (x)=2(8 —x) .
Becsiiljiik feliilrol 2f(x)-et kozepekkel!

\ Tc@—xﬁ - 2+ (8—);)+ 8 —x) :?;

2f(x) = 2x(8 —x)*< [136] = 409

2;
T ] z <

8) 2048
3 27

8
Ezt az értéket fel is veszi, ha 2x =8 —x, azaz x = 3 ekkor f [

1790. D, minden olyan valds (x, y) szdimpér, melyben sem x, sem y nem 0.
Alakitsuk at:

2 1 1
Ayt —— =ty +

X’y x2y2 x2y2'

Erre a négy pozitiv szimra alkalmazzuk a szdmtani és mértani kozepek kozotti
egyenlGtlenséget.
1 1 1

244)644 =4

+

f@=x*+y*'+
@ 2y 22y 292 122

Felveszi-e f(z) a 4 minimumértéket?

Igen, ha x*=y*=—— teljesil.
Xy

Ezek az (x,y) szamparok a kovetkezok: (1; 1), (1; —1), (=1; 1), (=1; —1).

IV
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4
1791. Becsiiljik alulrdl az f(x) = 9x + — fliggvényt szamtani és mértani
x

kozép kozotti osszefiiggés segitségével!

4+9
4 — X
|—9% <% ;
x 2 7

4
12 S;+9x=f(x).

Tehat az f(x) fiiggvény nem vesz fel 12-nél kisebb értéket.
4

Ha — =9, azazx = 3 akkor a fliggvényérték pontosan 12. Tehdt ez a mini-
X

mum.
2

ax
Megjegyzés: minden f(x) = fliggvény minimuma, ha x pozitiv szam, a,

I'b
b szintén pozitiv esetén min(f(x)) = 2 ,/ab azx = |— helyen.
a

1792. Jeloljiik a négyzetszamokat r*-tel, illetve s*-tel, azaz legyen

15a + 16b =1 és

16a — 15b =52, aholr, s egész szamok.

Ekkor r*+ s*=225(a’+b) + 256 (a’+ b*) + 215 - 16ab — 2- 15 16ab =

= 481(a”+b%)=13-37(a’+ b?).

Mivel 13 és 37 relativ primek, r*+s* oszthaté 13-mal és 37-tel is.

Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy r és s is oszthatd kiilon-kiilon veliikk. Ezen
allitas belathat6 az egész szamok negyedik hatvanyanak 13-mal, illetve 37-tel
val6 osztasi maradékainak vizsgalatdval. (Alkalmazhat6 az ismert Fermat-féle
kongruenciatétel is.)

Tehat az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy

r=481, s=481.

Ekkor r és s legkisebb értéke 481 lehet. Ez meg is felel feltételeinknek, mert a
15a + 16b = 4817,

16a — 15b = 4817

egyenletrendszernek van pozitiv egész megoldasa:

a=481-31=140911, b =481.

A két négyzetszim minimumanak legkisebb értéke ezért: 481% = 231 361.
1793. Az n db konyvet n! kiilonb6z8 moédon tehetjiik fel a polcra.
Képzeletben kotozziik dssze a k db kedvencet felrakas el6tt. Igy n —k+ 1 db
»konyvet” (n — k + 1)!-féleképpen tehetiink fel a polcra, tehat a kedvezé esetek
szdma: k!(n — k + 1)!

) K\(n—k + 1)!
Igy P(’CF#-
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Ez 1-gyel egyenld, tehat maximalis, ha k = 1 vagy k = n.
Legyen P(k) nagyobb mint P(k + 1). A minimum helyének meghatarozasa
érdekében vizsgaljuk meg mely k-ra teljesiil az egyenlGtlenség.

Pk) k!'(n—k+1)! _n—k+1
Pk+1)  (k+1)!(n—k)!  k+1
nagyobb P(k + 1)-nél, ha (n — k + 1) nagyobb (k + 1)-nél, azaz 2k kisebb mint n.
n—k+1>k+1,
azaz 2k <n.

Ha 2k =n (n péros), akkor P(k) = P(k + 1), ha pedig 2k nagyobb mint n, akkor
P(k) kisebb mint P(k + 1).

, tehat P(k) akkor, és csakis akkor

n+2
2

n n
Ha tehat n paros, akkor k = E-ig P(k) monoton fogy, a P[Z] =P

értékek minimalisak, ezt kévetGen P(k) monoton nd.

értékhez tartozik.

n
Ha n paratlan, a minimuma k =

Lattuk: P(1) > P(2) és P(n—1) < P(n), tehat a k=1, illetve k =n értékeken
kiviil mas maximalis érték nincs.
1794. A kezdeti helyzet utdn ¢ masodperc milva az A-bdl indulé pont a
derékszog C csucsatol 100 — 8¢ méterre lesz. A B-bdl induld pont pedig a
derékszog C cstcsatdl 6f méterre van.
Ezért egymastol d (¢) = /(100 - 8t)2+ (6t)2 méterre vannak.
Ennek a kifejezésnek ott van minimuma, ahol a
d(1) = (100 — 8"+ (6t) = 100 (¢ — 8)" + 36 kifejezésnek.
Ha ¢ = 8, akkor a két pont tdvolsdga minimalis: 60 m.
Ekkor 4 pont a derékszdg csticsatdl 36 m-re, C pont pedig 48 m-re van.
1795. Jeloljik a négy falut a négyzet korbejarasanak sorrendjében 4-val, B-
vel, C-vel, D-vel, az AB, CD szakaszok felezOpontjat E-vel, F-fel. Mérjiink fel
az EF szakaszra E-b0l is, F-bol is 3—3 km-t. A kapott pontokat jeldljik G-vel,
H-val. Az AG, BG, GH, HC, HD szakaszokbdl 4ll6 utrendszeren barmelyik
falubdl barmelyik faluba eljuthatunk, és az utrendszer hossza km-ben:
s=GH+44AG =4+ 4,/34 , ez kisebb, mint 27,5 km.
A rendelkezésre dll6 pénz tehat elegendd.
1796. Az a oldalra merbleges magassdg nem lehet nagyobb, mint b €s ¢
oldalak kisebbike. Tegyiik fel hogy m, < b, igy a haromszog ¢ teriiletére fels6
korlatot kapunk:

am, ab 1-2

t= <—<——=1
2 T 27 2

IV
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A teriilet el is érheti az 1 fels6 korlatot, haa =1, b =2, illetve m, = b.

Ekkor a haromszog derékszogii, befogdi a, b. Atfogdja ¢ = ﬁ , mely kielégiti
feltételeinket.

1797. Ismert Osszefiiggés, hogy a silyvonalak négyzetdsszege megegyezik az
oldalak négyzetosszegének Z-Vel. (koszinusztétellel bizonyithato).

3(a2+b2+c2> 9(a+b+c
Tehét s+ sp+ s2= 1 = 7 3

lak hosszit, s,, s, s, a stlyvonalak hosszat jeloli.

2 e
= R ahol a, b, ¢ az olda-

Az egyenlGtlenségnél a szamtani €s a négyzetes kozepek kozotti dsszefiiggést
hasznéltuk fel. Emiatt az egyenlGség csak a = b = ¢ esetén all fenn.

A megoldas tehat a szabalyos haromszog.

1798. Legyenek x, y, z pozitiv valds szamok, melyekre

x=b+c—a;
y=c+a—b;
z=a+b—c.
Mivel
. y+z z+x xX+y |
x+y+z=a+b+c,ésa= 2 , b= 7 ,C= 5 , 1gy

y+z z+x x+y
S = + + ,
2x 2y 2z
b z X z
P AR A
y x x z z Yy

Egy pozitiv valés szam és reciprokanak Osszege legalabb 2, igy S legalabb 3.
Vizsgaljuk az a = b = ¢ esetet! Ekkor § értéke pontosan 3, igy S minimuma 3.
1799. Ha a levagott kis négyzetek egyenl6 oldalhosszusagat x jeloli, akkor az
igy kapott doboz térfogata:

2 a
V,=(a—2) x,ahol 0 <x< Ex

Nyilvan V/, ugyanarra az x értékre veszi fel maximumat, melyre négyszerese.
. 2

Igy 4V,=4(a — %) x.

Alkalmazzuk a szamtani €s a mértani kozepek kozti Osszefiiggést az alabbi
nemnegativ szamokra: a — 2x, a — 2x, 4x.

Ekkor 3/(4Vd)3 =3/(a —2x)(a — 2x)4x < (a _ZX)+<§ ) Rk =%.

Az egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha a — 2x = 4x, azaz x= I
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Ekkor a maximalis térfogat:

2
a 2

2 3
max(V,) = 3% e 7%

1800. Legyenek az egy csucsba futo élek: x, y, z.
Alkalmazva x°, y, 2 szamokra a szdmtani, illetve a mértani kozepek kozotti
egyenlGtlenséget:
x>+ y?> 2xy
2,72 2, .2, 2 _
Y+ x> 2yz =>2<x +y*+z ) >2(xy+yz+xz)=A.
22+ x?> 2z

A
Tehat: [x*+y*+2z* > | 5 egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha x*=y?=z?,

vagyis mivel pozitiv szamokrdl van sz0: x =y =z, azaz ha a téglatest kocka.
1801. Legyenek az egy csuicsbdl indul6 élek: x, y, z. Alkalmazzuk x-re, y-ra, z-
re a négyzetes, illetve a mértani kdzepek kozotti egyenlGtlenséget!

2 2 2
%ZW:W‘

2 P
x?+y*+ 22> 313, az egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha x =y =z, azaz
kocka estén. Az x*+ y*+ z* kifejezés geometriai jelentése a téglatest testatld
négyzetének vizsgilataval ekvivalens.

IV



