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Irraciondlis egyenletek

1522/1. 1522. a) Az egyenlet bal oldala a nemne-

gativ szamok halmazéan, a jobb
oldal minden valds szdm esetén
értelmezett, ezért az egyenlet
x= 0 esetén értelmezett.

A metszéspont x = 0-nél van. Ez
megoldéasa az egyenletnek.

1522/Il. b) Az a) részhez hasonl6an az egyen-

let értelmezési tartomanya x = 0.

A grafikonrdl leolvashatd, hogy
x=4. Ez j6 megoldas.

¢) Hasonldan az el6z6ekhez x = 0 az egyenlet megoldésa.
Az értelmezési tartomany x = 0.

1522/IIl.

A fiiggvények grafikonjai nem metszik egymast, az egyenletnek nincs megol-
désa.
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1523. a) Az egyenlet értelmezési tartoma-
nya:
x=0.

A grafikonrdl leolvashatd, hogy
x=0, x,=1.

b) Az egyenlet értelmezési tartoma-
nya:
x=0.

A grafikonrdl leolvashat6, hogy
x=0, x,=1.

c¢) Az egyenlet értelmezési tartoma-
nya:
x>0.

A grafikonrdl leolvashat6, hogy
x=1.

d) Az egyenlet értelmezési tartoma-
nya: x < 0.

A grafikonrdl leolvashat6, hogy
x=0, x,=—1.
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1523/e. e) Az egyenlet értelmezési tartoma-

nya: x = — 3.

A grafikonrdl leolvashato, hogy
x=1.

1523/f. f) Az egyenlet értelmezési tartoma-

nya: x = 1.

A grafikonrdl leolvashatd, hogy
x=2.

1524. a) Az egyenlet értelmezési tartomanya: x = — 5. Mivel mindkét oldal

nemnegativ, igy mindkét oldalt négyzetre emelve az egyenlet
megoldédsa: x = — 4, amely eleme az értelmezési tartomanynak.

b) Az egyenlet értelmezési tartoménya: x = 7, négyzetre emelés utan
az egyenlet megoldéasa x = 16.

c) Az egyenlet értelmezési tartoménya: x < 4. Az egyenlet megoldasa:
x=-225.

d) Az egyenlet értelmezési tartomanya: x = — 3. Az egyenletnek nincs
megoldasa, mert az egyenlet bal oldalanak értékkészlete, nem-
negativ, jobb oldal —2.

1525. a)Kikotés: x= 4.

Négyzetre emelve azt az egyenletet kapjuk, hogy:
4(x—4)=1, ebbdl x= 4,25, ami valéban megoldas.
b) Kikotés: x < 5,5.
Elosztva 3-mal, majd négyzetre emelve, kapjuk, hogy x = 3,5.
c)Kikotés: x> — 1.
Rendezziik az egyenletet: 2 /x+ 1 = 8. Négyzetre emelés utan az
egyenlet gyoke x = 15.
d) Kikotés: x= — 3,5.
Rendezziik az egyenletet a kovetkez6 modon: 2 /x + 3,5 =5, majd

négyzetre emelve kapjuk, hogy az egyenlet megoldasa x = 2,75.
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1
e) Kikotés: x= — 9

Rendezziik az egyenletet:
3] 1
> x+ o 5. Négyzetre emelés utan: x= 11 megoldast kapjuk.

3
1526. a) Az egyenlet értelmezési tartomanya x > R Vezessiik be az a=2x —3
jelolést, ekkor /; =a egyenlethez jutunk, amelynek megoldasa az

a,=0, a,=1. Visszahelyettesitve kapjuk, hogy x,= 2= 2.

3
b) Az egyenlet értelmezési tartomanya x > X Az egyenlet bal oldala-
nak értékkészlete nemnegativ, igy a jobb oldalnak is nemnegativnak

3 .
kell lenni. Ebbdl addédik, hogy 3 —2x =0, azaz x < 5 Osszevetve

3
az értelmezési tartoméannyal x = > megoldast kapjuk.

1527. a) Az egyenlet értelmezési tartomanya: bal oldal: x=-—2, jobb oldal:
x=>3, tehat x> 3.
Négyzetre emelés utan: x=-—7 adddik, ami nem eleme az
értelmezési tartomanynak, tehat nem megolddsa az egyenletnek.

1 7
b)Bal oldal: x> 5 jobb oldal: x< ETR tehat az értelmezési tar-

Négyzetre emelés utan: x = —— adddik, és ez megoldasa a feladat-

nak.
1528. a)Mivel a négyzetgyok alatt teljes négyzet all, ezért az egyenlet min-
den valds szamra értelmezhetd.

. 2
Atalakitva: [(x—3) =x— 3, ebbdl
| x = 3| =x— 3, melynek megoldasa x> 3.
b)Minden valds szimra értelmezett. Atalakitds utdn: | x — 2|=2c+ 3

abszolutértékes egyenletet kapjuk.

Az abszolatérték felbontasa utdn kapott egyenletek:

Ha x=2, akkor x—2=2x+ 3, melynek az adott intervallumon
nincs megoldasa.

Ha x <2, akkor —x + 2 = 2x + 3, melynek az adott intervallumon a

megoldédsa x = — 3

IV
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15 1
¢) Az egyenlet bal oldala x = 7 esetén, a jobb oldal x < 7 esetén

értelmezett. A két halmaznak nincs koz0s része, tehat az egyenlet-
nek nincs megoldasa.

1529. Célszeri a 4/7 =y ismeretlen bevezetése.

IV

a) x= 0 esetén értelmezett az egyenlet. Ekkor az 4j egyenlet:
3 — 4y = 5y — 15 els6foki egyenletbdl: y =2, tehat x = 4.

b) Ertelmezési tartomany: x> 0, x# 16; 49. Az Gj ismeretlen beveze-
tése utan a tortes egyenlet megoldésa: y = 10, tehat x = 100.

4
c¢)Hasonldan a b) részhez: x= 0, x# 9 A megoldas: x= 4.

d) x= 0. Most célszerli az y= 3/; bevezetése. Ekkor az egyenlet:
(y+ 3)2 +(y— 4)2 =(y+5 )2 alakban irhatd. Zarojelfelbontés, dssze-
vonés utén:
y*—12y=0, melybsl y,=0,y,=12. Az egyenlet megolddsa:
x,=0,x,=16.

1530. a) Kikotések: x= — 6, x = — 2, ekkor mindkét oldal nemnegativ, tehat

a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas.
Négyzetre emelés utdn az egyenlet: x*+2x—8=0. Gyokei:
x,=—4, x,= 2, amelybdl az eredeti egyenlet gyoke: x = 2.
b) Kikotés: 3 <x < 5.
Négyzetre emelés utan a rendezett egyenlet: x*— 5x + 4 = 0, mely-
nek gyokei: 4; 1. Az 1 hamis gyoke az egyenletnek, igy a megoldas: 4.
1

c) A négyzetgydk miatt egyrészt x <5, masrészt S X 3>0, azaz

x= 6 teljesiilése sziikséges. Ennek a két egyenlGtlenségnek nincs
kozos része, tehat a feladatnak nincs megoldasa.

d) Kikotés x = — 6.
Rendezziik az egyenletet oly moédon, hogy csak a gyokos kifejezés
alljon az egyik oldalon.
J/2x+12 =x+ 2, ekkor még az x = — 2-nek is teljesiilni kell.
Négyzetre emelés utdn:
x*+ 2x — 8 = 0 egyenletet kapjuk, melynek gyokei: —4; 2. Ezek ko-
ziil az eredeti egyenletnek csak az x = 2 a megoldasa.

5
e) Kikotés: x < — T majd rendezés utdn ,/—5 — 4x = 2x + 4 alakban

5
x= — 2, tehat az egyenlet megoldasa —2 <x < — 7 intervallumon
értelmezhetd.
A négyzetre emelés utan: 4x>+ 20x + 21 = 0, melynek gyokei: —1,5;
—3,5. Az eredeti egyenlet gyoke a —1,5.
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4 2
f) A bal oldal 37 97% = 0, azaz x < 6esetén értelmezhets, és a jobb

oldal x> 6, kell hogy teljesiiljon. Igy csak az x = 6 lehet a megoldas,
ellendrzéssel igazolhatd, hogy ez valdban jo.

5
1531. a) Kozos kikotés: x> 3
Négyzetre emelve, majd rendezve az egyenletet kapjuk:
3x?— 23x + 14 = 0, melynek gyokei: 7, 3

Az eredeti egyenlet gyoke a 7.

b) Koz6s kikotés: x = 3. Lasd el6z6 feladat. A kapott méasodfokd egyen-
let: x*—6x+7=0. Megoldas a 7.

¢)Kikotés: x > 1, a kapott masodfoki egyenlet: x*— 2x + 15 = 0.
A megoldas: x=5.

8
d) Kikotés: x > 3 a kapott masodfoku egyenlet: x*— 7x — 44 = 0.

Az egyenlet megoldasa x = 11.
1532. a) Az egyenlet értelmezési tartomanya: x = 4,25. Két négyzetgyokos
kifejezés Osszege csak akkor lehet 0, ha a két kifejezés kiilon-kiilon
0. Igy tehat x =3, és x = 4,25 egyszerre kell, hogy teljesiiljon, de ez
lehetetlen.
1

b) Kikotés: xZE. Rendezve az egyenletet kapjuk, hogy: /2x—1=/2x+1,
melybdl ellentmondasra jutunk.

¢) A kikotések megtétele utdn vizsgdlva az egyenletet ellentmondasra

jutunk, hisz két nemnegativ kifejezés dsszege nem lehet —2.
d) A kikotések soran a két egyenlGtlenségnek nincs kozos része, mert

7 .
x= 3 €s x < T Igy az egyenletnek az értelmezési tartomanya iires

halmaz.
1533. A kikotések megtétele utan rendezziik ugy az egyenleteket, hogy mind-
két oldalon egy négyzetgyokos kifejezés legyen, majd ezutan emeljiink négyzet-
re, majd a kapott egyenlet rendezése utan ismételten emeljiink négyzetre.
a)Kikotés: 11 <x < 15.
Rendezve az egyenletet: ,/x— 11 =2 — /15 —x.
Emeljiink négyzetre: x—11=4 -4 /15 —x + 15 —x.
Rendezés utan: x—15=-2,/15 —x, melyet ha ismét négyzetre
emeliink a kapott masodfoku egyenlet: x>—26x+165=0, melynek
gyokei x, =15, és x,=11. Mindkét gyok megoldasa az eredeti egyen-
letnek.
b) Kikotés: x> 1. Rendezés utan: /2x+5 =8 — /x— 1,

majd négyzetre emelve és rendezve: x — 58 =16,/x— 1.

IV
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Masodszori négyzetre emelés utan: a kapott masodfoku egyenlet:
x*— 372x + 3620 = 0, melynek gyokei: x,= 362, és x,= 10.
Ellendrzés utdn a megoldas: x = 10.

c)Kikotés: —7 <x<2.
Rendezés utan: /x+7 =3+2,/2—-x.
Négyzetre emelve, majd rendezve: S5x—10=12,/2 —x.
Ijjbél négyzetre emelve kapjuk: 25x>+ 44x — 188 = 0, melynek
megoldésai: x;,= 2, és x,=— 3,76. Melyek koziil csak a 2 megoldasa
az egyenletnek.

d) Kikotés: x> — 4.

1 2/5
Rendezve kapjuk: gx—i- 1,6 =/x+4 - —

4
Jx+4 =§x+ 3,2,

amelybdl: /g Jx+4 =x+4. Ennek az egyenletnek a megoldasai:
x,=16és x,=—4. Akét gyok koziil az eredeti egyenlet megoldasa az
x=1.
1534. Az ilyen tipusu feladatok az egyenletek kétszeri négyzetre emelésével
oldhaték meg. A masodszori négyzetre emelés el6tt rendezziik Ggy az egyen-
letet, hogy az egyik oldalon csak a négyzetgyOkos kifejezés szerepeljen.

a) Kikotés: x> T

05

Négyzetre emelve, majd rendezve:

Négyzetre emelve majd rendezve:
Sx+4 -2 [(5x+4)(4x—3) +4x—3=3x+ 1, illetve

3x=1/20x2+x— 12.

Ujbél négyzetre emelve, majd rendezve a 11x>+x — 12 = 0 masod-
4

foku egyenletet kapjuk, amelynek gyokei: x,=—, és x,=— EE

11
kikotésnek azonban ezek a gyokok nem felelnek meg.
b) Kikotés: x= 6.
Az el6z6hoz hasonldan:

a

(x+1)(x—6)=12, majd ismételt négyzetre emelés utan a kapott ma-
sodfokd egyenlet: x*— 5x— 150 = 0, melynek gyokei: x,=15 és
x,=—12. Kikotés miatt csak a 15 lehet megoldas és ez valoban jo.

¢) Kikotés: x> — ;
Hasonldan az el6z6khoz a kapott méasodfoku egyenlet:
21x?— 58¢ — 15 = 0, melynek megold4sai: x,=3,8és x,=— i, ezek

21
koziil az eredeti egyenletnek a 3 a megoldésa.
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d) Kikotés: x> 7.

Az el6z6khoz hasonldan: a kapott masodfokua egyenlet:

x*— 4x — 24 = 0, melynek gyokei: X.,=2+£2 ﬁ, amelyek koziil a

2+2 ﬁ megoldasa az eredeti egyenletnek.
1535. Képletbe vald behelyettesités, majd négyzetre emelés utan adddik,
hogy s = 16,5m. Egy emeletes hiz egy emeletének magassaga 2,5—3 m kozott
van, igy a labdat az 6todik vagy hatodik emeletrdl ejtették ki.
1536. A megadott képlet alkalmazdsa soran a megfeleld adatokra kell
figyelni. A lejt6 aljan elért sebesség a lassulas kezdGsebessége, majd a mozgas
sordn a végsebesség 0. Ezek utdn a képletbe vald behelyettesitéssel addodik:

0=,/10>-2-3-s. Ebbdl s = 16,7m. A szank6 kozelitsleg 17 m Gt megtétele

utan all meg.
1537. A képletbe val6 behelyettesitéssel konnyen kifejezhetd a megtett at, de

m
a behelyettesités el6tt minden sebesség mértékegységet —-ba kell valtani.
S

=60 m —1667m
a) vy= p 1667 —

km m
v= 3OT = 8,33 e ekkor a megtett ut hossza kozelitGleg 15 m
(14,88 m).

km m
b) v,=90 e 25 o ekkor a megtett 1t kb. 40 m hosszu (39,68 m).
1538. g)Kikotések: x>+ 5x—7>0, amelybél

Ss— /53 5453
EAL L

XS—————,vagyx=

5 0

-5—-,/101 —-5+,/101
és x*+5x—19>0, amelybdl xST, vagyxzf, (I1)

-5-,/101 -5+,/101
(I) és (II) kozos része x < s vagyx = -

Vezessiink be alkalmasan megvlasztott ismeretlent: Legyen x*+ 5x —
—19=a, ekkor az egyenlet: 4./a+12 =gq alaki lesz. (a = 0.) A kiko-
tés miatt mindkét oldal értelmezett, és nemnegativ, ezért a négy-
zetre emelés ekvivalens 1épés. A kapott masodfoku egyenlet
a*— 16a — 192 = 0, melynek gyokei a,= 24, és a,=—8. -8 a kikotés
miatt nem lehet, ezért visszahelyettesités utan a kapott egyenlet:
—5+./197
2
let megoldésa soran ekvivalens 1épéseket végeztiink a megfeleld ki-
kotések elvégzése utan, ezért a kapott gyokok az eredeti egyenlet-
nek is megoldasai.

x%+ 5x —19 =24, melynek gyokei: Xp.,= . Mivel az egyen-

IV
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b)Kikotések: x>+ 7x—8=>0, és x>+ Tx—12>0, melyekbdl
=7-,/97 -7+ .,/97
2 ’ '

x=

Az 1j ismeretlen bevezetése utan: x*+ 7x — 12 = a kapott egyenlet:

3/a+4 =a (a=0). Ennek gyokei: a,= 12, és a,=—3. A kikotés-

sel Osszevetve csak a 12 lehet megoldés. Visszahelyettesitve a kapott
~7+ /145

masodfoku egyenlet gyokei: Xjp= Mivel ekvivalens

atalakitasokat végeztiink a megfeleld kikotések elvégzése utdn,
ezért az egyenletnek mindkét gyok megoldasa.

o o —3-/33 —3+,/33
c) Kikotés: x“+3x—6=0, amelybdl xST, —_—

Vezessiink be Gj ismeretlent a =x*+ 3x — 6 (I).
Az (ij egyenlet: a +4.,/a = 12.
Rendezve 4,/a=12—a, ahol a kikotések a=0 (II), és a<12 (IIL).

-3-/33 -3+./33

(III)-bél: =6 <x < 3.
(IT) és (III) Osszevetése utan:

-3-./33 -3+ /33
—6<x< f‘/ﬁ, Vagy# <x<3.

, vagy x =

Most mér négyzetre emelve az egyenletet a kapott gyokok a,= 36,
és a,= 4. (III) miatt csak a 4 lehet a megoldas. Visszahelyettesitve
(I)-be a kapott gyokok: x,= 2, és x,=— 5. Mivel a kikotések vizs-
gélata utdn ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ez a két gyok meg-
oldéasa az eredeti egyenletnek.

1539. a)Kikotések: 16 +x*> 0 vx € R esetén teljesiil.

16 —x /16 +x* > 0; és x< 4.

Emeljiik négyzetre az egyenlet mindkét oldalat:
16 — 8 +x*=16 —x /16 +x7.

Nullara rendezve, majd szorzatta alakitva:

x<,/16 Tt —xt 8)= 0.
Egy szorzat akkor és csak akkor 0, ha valamelyik tényezje 0. Igy

tehdt x=0 vagy /16 +x*> —x+ 8 =0;

melyet a /16 + x* =x — 8 4talakitds utdn megoldva x =3 adodik.
Mindkét gyok nemnegativ és megoldasa az eredeti egyenletnek.

b) Kikotések megvizsgalasa utan adodik: x = 1.
Az el6z6hoz hasonléan négyzetre emelve majd szorzattd alakitva
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adodik, hogy x =0, ami a kikotés miatt nem lehet, majd x = T Ez

a gyok nemnegativ €s megoldasa az eredeti egyenletnek.
1540. Vezessiik be az y =,/ x — 8 jelolést. AnevezSben nevezetes szorzatokat

vehetilink észre, a k0zOs nevezGre hozaskor, ezért egyenletiink dsszevonva és
rendezve igy irhatd:

(2y - 6)[9<y2— 16) + 4(y*— 81)] )
(yz— 16)(y2— 81) -

A szamlalobol szarmazoé gyokok: y,=3, y,= 6, y;=— 06, és ezek nem gyokei a
nevezdben levé masodfoka tényezéknek.

J/x—8 ¢értékére természetesen csak a nemnegativ értékek johetnek szoba.
Ennek megfelel6en az eredeti egyenlet megolddsai: x,= 17, illetve az x,= 44.
1541. Négyzetre emeléssel a bal oldalon negyedfoki tag szerepelne, igy
probédlkozzunk mdés otlettel. A négyzetgyok alatti kifejezés 24-gyel nagyobb,
mint az egyenlet bal oldaldn levd, igy vezessiink be 4j ismeretlent:

y=1/x2+5x+28.

Ekkor egyenletiink: y*— 5y — 24 = 0. Ennek nemnegativ gyoke: y = 8.
Visszahelyettesitve: /x*+ 5x+ 28 =8, melynek gyokei: x,=4 és x,=—9.

Behelyettesitéssel meggy6z&dhetiink, hogy ezek valéban megoldésai az eredeti
egyenletnek.

1542, A bal oldali 6sszeg miatt: x>~ 5x+ 7> 0, igy 2 <x < 3.

Mivel x*—5x+ 7 = (x—2)(x = 3) + 1, igy a jobb oldal értéke a vizsgalt inter-
vallumon legfeljebb 1.

Az intervallumban levd valds szamokra vizsgaljuk a bal oldal értékét:
Jx—2=2x-2 ¢é /3 —x =3 —x, mivel a gyok alatt 1-nél nem nagyobb
szamok vannak. Igy a bal oldalon levd osszeg értéke legalabb 1. Tehat az egyen-
18ség pontosan akkor teljesiilhet, ha mindkét oldal értéke 1. Ez x,= 2 és x,= 3
esetén all fenn. Behelyettesitéssel lathatd, hogy ezek valoban megoldasok.
1543. Az értelmezési tartomanyok vizsgalata alapjan egyenletiink nincs értel-
mezve, ha:

1 <x<2,vagy 3 <x<4. Rendezve:

Jam D=2 =2 - Jx=3)x—4):

x*=3x+2=2-2 /2(x—3)(x—4) +x,— Tx+ 12. Rendezve, majd ismét

négyzetre emelve:

2(x—3) = (x—3)(x—4);

IV
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(x=3)(x—2)=0, azaz x,= 3, illetve x,= 2. A behelyettesités mutatja, hogy
ezek valoban megoldasok.

1544. Kikotéseink: x> — 4, illetve | x | > 2.

Négyzetre emelés utdn az x*— 8&*—x + 12 = 0 egyenletet kapjuk.

Mivel egész gyokei nincsenek, probaljuk meg szorzattd alakitani.
x'—&I—x+12= (xz—x— 4><x2+x— 3).

A szorzat alak egyik tényez$jét megkaphatjuk abbdl a megfontolasbdl kiin-
dulva, hogy a két oldal fiiggvényei egymds inverzei, igy képeik az f (x) = x egye-
nesén metszik egymast, azaz a metszéspont abszcisszdjra fenndll: x*— 4 =x.
A szorzat alakot vizsgalva a kovetkez6 gyokoket kapjuk a tényez6kbdl:

1+ /17 —1+ /13
T2 2

by , illetve: x=

U 117
Kikotéseinket figyelembe véve a feladat megoldasai: x, = —
-1-/13
X, = 5 . 3
1545. Az egyenletnek csak x> — esetén lehet csak megoldasa.

4
Tekintsiik az f(x)=,/—3 + 4x fiiggvényt. A fiiggvény az alaphalmazon szigo-
rdan monoton ng. Ha x > f (x), akkor a monotonitas miatt f (x)> f ( f (x)), és
fF(f(x)>f ( f ( f (x))) Ilyen x tehdt nem lehet megoldédsa az egyenletnek.
Hasonl6an lathato, hogy x akkor sem lehet megoldas, ha x <f (x).

Tehat csak akkor kaphatunk megoldést, ha x=f(x), azaz ha x=,/—3 + 4x.
Négyzetre emelés és rendezések utén: x*— 4x + 3 = 0, melynek gyokei: x,= 1
és x,= 3. Ellendrzéssel lathatjuk, hogy ezek kielégitik az eredeti egyenletet.

7
1546. A bal oldal akkor értelmes, ha x> — X mig a jobb oldal ha | x| > J7.

7
A kikotéseink akkor teljesilnek egyszerre, ha —— <x<— J7 vagy /7 <x.

Négyzetre emelve és rendezve: x*— 14x°— &+ 21 =0. Az egyiitthatokat
figyelve lathat6, hogy ennek gyoke az x,= 1. Ezért szorzatta alakitva egyen-
letiink: (x— 1)(x*+x>— 13x = 21) = 0.

Vizsgéljuk a masodik tényezot:

27— 13— 21 = (67— 26— Tx) + (3 — 6y — 21) = x (x* = 20— 7) +
+3(x? = 2c=7) = (x+3)(x* = 2¢ = 7).

Tehat tovabbi gyok: x,=— 3 az els§ tényezobdl, valamint: x;=1+2,/2 és az
x,=1-2 /E a masodik tényezdbdl. A kikotéseinknek azonban csak az



Irraciondlis egyenletek 305

x,=—3ésaz x;= 1 +2,/2 felelnek meg. Ezek ki is elégitik az eredeti egyen-
letet.
1547. Emeljiik kobre mindkét oldalt. Rendezés utin egyenletiink:

3 3‘/;3,/1 —-Xx (}/; +3/1—x > =7. A zar6jelben levd kifejezés éppen az eredeti
7
egyenletiink bal oldala, ezért 33‘/;3 1 —x -2=7,ahonnan: 3/x(1-x) = o
3

Kobre emelve az x*—x + = 0 mésodfoku egyenlethez jutunk. Ennek disz-

kriminansa negativ, tehat az egyenletnek nincs megoldasa a valds szamok hal-
mazan.
1548. Kobre emelve és rendezve a kovetkezd egyenletet kapjuk:

3y 2+ 134 —x (Y2 +1 434 —x)=-x+8.

A zardjelben levo kifejezés épp az egyenletiink bal oldala, igy:

33/3(2x+ 1)(4 —x) =x+ 8. Ismét kobre emelve: x”+ 186x>— 375x + 188 = 0.

Az egyiitthatok dsszege 0, igy (x — 1) kiemelhetd, majd a kapott masodfoka

tényez szorzatta alakithato: (x — 1)2(x +188) = 0. Ennek két gyoke van, az 1
ésa —188. Az x = 1, az eredeti egyenletnek nem megoldasa, mig az x = — 188
igen, errdl behelyettesitéssel is meggy&zddhetiink.

1549. Nyilvan x nem lehet negativ szam. Legyen y szintén nem negativ, melyre
teljesiil: 12/x =y. Ekkor az 6j ismeretlen kapott egyenlet: y*+y°=2y*. Ha
y =0, akkor x= 0 és ez megoldas. Ha y+ 0, akkor oszthatunk y*-nal. Igy az
y¥— 2y + 1 =0 egyenlethez jutunk.

Mivel az egyiitthatok dsszege 0, igy az egyik megoldas az y = 1.

Az egyenlet szorzat alakja: (y — 1)( Yty — 1) = 0. A méasodik tényez6bdl ka-

-1+£/5
pott gyokok: y = - Mivel csak pozitiv értékek lehetnek a megfeleldk,
igy az eredeti egyenletnek harom megoldasa lehet:
y= 09 X = 0’
y=1, ekkor x,=1;

12

-1+ /5 —1+/5
2 2

y X3

1550. Emeljiink négyzetre: /16 +x + /16 —x =16 — 24/256 — x> .
Ujabb négyzetre emelés utan:

32+2,/256 — x> =256 — 644/256 —x? + 4 /256 — x* .

IV
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Legyen: y = 4/256 —x* . Ekkor a kovetkez6 egyenlethez jutunk:
y2—32y+ 112 =0.

Ennek gyokei: y,=4 és az y,= 28.

Ha y,= 4, akkor x =0, mig az y,= 28 nem ad valds megoldast.

Tehat az egyenlet egyetlen megoldéasa: x = 0.
1551. Kikotésiink: x= 0, ekkor p = 0 is igaz.

Rendezziik at az egyenletet: /p +./x =p —x.

Abrizoljuk a kovetkezs fiiggvényeket:

f(x)=p—x
g(x)=[p+/x .

Az f(x) fiiggvény képe egyenes, mely a tengelyeket metszi a (0; p) ésa (p; 0)
pontokban.

A g(x) fiiggvény szigoran monoton noévekvd fiiggvény, melynek képe azy ten-
gely /; pontjabél indul ki. Igy pontosan akkor létezik megoldas, ha /;S P,
azaz ha p <p?.

Ekkor p*—p =p(p—1)=0. Ez pontosan akkor teljesiil, ha p =0, vagy ha
p=1.

1552. Kikotésiink: x= 0.

Emeljiink négyzetre: (ﬁ)z-i- a 1/; +b—c*=0.

Ez /; -re nézve masodfokd egyenlet, melynek legfeljebb két gyoke lehet a
valds szamok halmazan, azaz az eredeti egyenletnek semmilyen paraméterérté-
kek esetén sem lehet végtelen sok megoldésa.

1553. Rendezés és négyzetre emelés utan: (a + ZC)/; =c?—b.

Ha az eredeti egyenletnek végtelen sok megoldasa van, akkor ennek a
kovetkezményegyenletnek is végtelen sok megoldasa kell hogy legyen. Ez vi-
szont csak tigy lehet, ha a =— 2c és b = ¢?. Visszahelyettesitve ezeket az ere-

deti egyenletbe: [x—2c/x +¢* + /x =c, vagyis |c—1/;‘+1/;=c kell,

hogy teljesiiljon. Ez pontosan akkor all fenn, ha 0 <c.

Osszegezve: az egyenletnek akkor van végtelen sok megoldasa, ha: ¢ >0 és

a=-2c,b=c%

1554. Rendezziik az egyenletet: 3x — 4x°= <1 - 4x2>‘/ 1 —x* alakra.

Négyzetre emelve és rendezve: 32x°— 48x*+ 18&*— 1 =0.
Legyen y = x?, ekkor egyenletiink: 32y°— 48y*+ 18y — 1 = 0.
Irjuk fel egyenletiinket a kovetkezd alakban: 4 (2y)3— 12 (2y)2+ 9(2y)-1=0.

Az egyiitthatdk alapjan a 2y =1, azaz y = > ennek megoldasa.
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(@—neummdwmghqquf—agg+gza

4+ /12
o

A masodik tényez6 0, ha 2y =

2+./3 2—/5-

4 5 y3: 4

/2 i/2—‘/§‘

Az eredeti egyenlet megoldasai lehetnek: x ,=+ 5 56 >

A négyzetre emelések miatt ellendrizniink kell a kapott gyokoket, ezek alapjan

J2 _/2+/§ [2-/3
2= 3 » X3= ) .

2 7"

1
Tehat y-ra a megoldasaink: y,= DRRCH

feladatunk megoldasai: x,=—

Irracionalis egyenl6tlenségek

1555. Az egyenlGtlenség bal és jobb oldalan allo fiiggvények metszéspontjat
M-mel jeloljik.
a) Kozos értelmezési tartomany: x >0, M (16,4), megoldas: 0<x<16.
b) Kozos értelmezési tartomany: x= 1, M (5,2), megoldds: 1 <x<5.
¢) Kozos értelmezési tartomany: x = 2, metszéspont nincs, megoldas:
nincs ilyen valds szam.
1556. a)Kikotés: 3x + 3 = 0, azaz x = — 1, ekkor mindkét oldal nem negativ,
a négyzetre emelés ekvivalens atalakitds. Megoldas: —1 <x < 2.

b) Kikotés: x = — ES Négyzetre emelés és rendezés utdn a megoldas:

10
ey <x<-—3,vagy x=— 2.

c)Kikotés: x> 1. Négyzetre emelés és rendezés utan: 0 <x*— 5x— 6,
melybdl a megoldas x > 6.

1
1557. a)Kikotés: x= — =

Ha 5 <x <-— 2, akkor az allitas igaz, mert a jobb oldal negativ.

Ha x = — 2, akkor négyzetre emelés és rendezés utan:
a 0 >x*—x— 12 egyenlStlenségbsl: —2 <x < 4.

Osszegezve a megoldas: 5 <x<4.
1
b) Kikotés: XZ_E' Négyzetre emelés és rendezés utan a megoldas:

1
——=<x=2.

IV
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7
c) Kikotés: x = 3 Négyzetre emelés és rendezés utdn a megoldas:

x<—12. Ez ellentmond a kezdeti feltételnek, igy az egyenl6tlen-
ségnek nincs valdés megoldasa.
1558. a) A négyzetgyokok alatt teljes négyzetek vannak, ezért az egyen-

16tlenségiink a kovetkezs alakba irhat6: | x+ 2| +|x—3| < 3.
Ha x<-—2, akkor az egyenl6tlenség: —x—2 —x+3 <3, azaz
x= — 1. Ez ellentmondas.
Ha —2 <x<3, akkor az egyenlGtlenség: x+2 —x+3<3. Ez is
ellentmondas.
Ha x= 3, akkor az egyenl6tlenség: x+ 2 +x—3 <3, azaz x< 2.
Ismét ellentmondésra jutottunk, igy a feladat feltételeinek egyetlen
valds szam sem tesz eleget.

b) A négyzetgyok alatt teljes négyzet van, ezért az egyenlGtlenségiink a
kovetkez alakba frhat6: | x+ 1| <x+ 3.
A jobb oldal akkor lesz nem negativ, ha x = — 3.
Ha x<-—1, akkor az egyenlGtlenség: —x—1=<x+ 3, melybdl:
x=—2.
Ha x= — 1, akkor az egyenl6tlenség: x + 1 <x+ 3, mely minden
szamra igaz.
Osszegezve a feladat megoldésa: x> — 2 val6s szamok.

c) A négyzetgyok alatt teljes négyzet van, ezért az egyenlStlenségiink a
kovetkez alakba irhato: | x + 5| >x — 2.

Ha x <2, akkor a jobb oldal negativ, igy az egyenlGtlenség fennall.
Ha x <- 5, akkor az egyenl6tlenség: —x—5=x—2, azaz x < — 5

Ha x= -5, akkor az egyenlGtlenség: x+ 5 =x— 2, mindig igaz.
Osszegezve: az eredeti egyenlGtlenséget minden valds szdm kielé-
giti.

1559. q) Kikotés: x = 5, ekkor mindkét gyokos kifejezés értelmezhetd.
Négyzetre emelve: 2 /x*— S5x < 28 — 2x. A jobb oldal nem negativ,

ha x < 14.

o 5 5 o 196
Ismét négyzetre emelve: x”—5x <x~—28x+196, melybdl x < 3
. 196
Osszegezve a megoldas: 5 <x < BT

b)Kikotés: x = 8 esetén a gyokos kifejezések értelmezhetsk.
Rendezve és négyzetre emelve: 2x+1>x—-8+3+6,/x— 8.
Rendezve és Gjra négyzetre emelve: x> —36x +288 >0, mely teljesiil,
ha x<12, vagy x > 24.
Tehat a megoldas: 8 <x <12, vagy x > 24.
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1560. Abal oldal értéke mindig nem negativ, igy teljesiil az egyenlStlenség, ha
a gyok alatti tort nem negativ.

1
Kikotésiink és egyben az egyenl6tlenség megoldasa: 5 <x=<2.

) x+2 x’—x-2 )
1561. q)Kikotésiink: 1— >0, azaz — = 0 teljesil, ha x< -1,
X x
vagy x= 2.
. . 5x*—9x— 18
Négyzetre emelve és rendezve: T <0
X
Mivel a nevezd mindig pozitiv, igy a szdmlalénak negativnak kell

lennie.
5x2— 9 — 18 <0, ha —1,2 <x < 3. Osszevetve a kikotésekkel az

egyenlGtlenség megolddsa: —1,2 <x <1, vagy 2 <x <3.

b) Kikotéseink: x# 0, és

1
x| < R Esetszétvalasztassal dolgozunk:

Ha O<x< %, akkor beszorozva és négyzetre emelve: 13x>— x <0,

ami az alaphalmaz minden értékére igaz.

Ha % <x=< %, akkor 1 —3x< /1 — 4x* . Ez az alaphalmaz minden

értékére igaz.

Ha — l <x <0, akkor rendezés és négyzetre emelés utan: 13x +6>0.

Ez ismét az alaphalmaz barmely értéke esetén igaz.

Ha —% <x<- %, akkor 1 — /1 — 4x?> >0, és 3x < Omiatt a meg-

oldas: —l Sx<- l
2 3

; 1
Osszegezve az egyenlGtlenség megoldasa: — 5 <x<0,vagy 0<x= >
2

1562. Alakitsuk teljes négyzetté a bal oldalt: (1/ x+1 - 1) —-4=0.

Szorzatta alakitva: (,/ *+1-1- 2)(,/ *+1-1+ 2) > 0.

A masodik tényez8 minden x-re pozitiv, igy az elsd tényez6nek szintén pozitiv-
nak kell lennie. Ez egyben az egyenlGtlenségiink megoldasa is:

x<-2/2 VagyxEZﬁ.

1563. Kikotéseink: x+1>0,és3 —x>0,azaz —1 <x=<3.

1
Rendezve az egyenlGtlenséget: /3 —x > /x+ 1 + 5

7 . .
Négyzetre emelve a i 2x>./x+ 1 ekvivalens egyenlGtlenséget kapjuk.

IV
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7
A bal oldal nem lehet negativ, igy: x < 3

33
Ismét négyzetre emelve és rendezve: 4x*— 8 + T > (0 egyenl6tlenséghez jutunk.
8+ /31 8—,/31
g8 |7 8
/3

, vagy ha x<1—T.

Osszevetve a kikotésekkel az egyenl6tlenséget a kovetkezs valds szamok teszik

J3t

igazzd: —1<x<1 ~ g

1564. Alakitsuk szorzattd a masodfoku kifejezéseket:
(x+2)(x=3)(x—1)(x+5) .

|x+5]
A nevezd, ha x#— 5, mindig pozitiv. A szamlal6 tényezGinek zérushelyei rend-
re: —2; 3; 1; —5.
Tehat a megoldas: x <— 5, vagy —2 <x <1, vagy x= 3.
1565. Kikotés: x< — 7, vagy x> 17.

Az egyenl6tlenség bal oldala /(x — 17)(x + 7) -re masodfoku kifejezés. Alakit-

Szorzattd alakitva: 4 [x - > (. Ez pontosan akkor tel-

jestil, ha x>1 +

suk szorzattd az egyenlStlenség bal oldalan levd kifejezést:

( (x—17)(x+7) —9)( (x—17)(x+7) —5)20.

Szorozzuk meg az egyenl6tlenség mindkét oldalat a biztosan pozitiv
( (x=17)(x+7) + 9>< (x=17)(x+7) + 5) szorzattal:

Ekkor egyenldtlenségiink: (x”— 10x — 200)(x*— 10x — 144) > 0.

A tényez6k zérushelyei: x,= 20, x,=—10, illetve x;= 18, x,=— 8.

Osszevetve a kikotésekkel, az egyenlStlenség megoldasa:

x<-—10,vagy —8 <x=<—7,vagy 17 <x=< 18, vagy x = 20.

1566. A gyokjel alatti kifejezéseknek és a bal oldalnak is pozitivnak kell
lennie, ezért a kikotések: 0 <1 —x <1 +x, ezért: 0 <x <1.

Ha az egyenl6tlenséget a nevezdk szorzataval szorozzuk, nem véltozik a rela-

cios jel allasa, vagyis: /1 +x /1 —x = /1 —x7.

A Kkisebb oldal pozitiv, emiatt négyzetre emelve: 2 —2 /1 —x* =1 —x?, ekvi-
valens egyenlStlenséghez jutunk.

Legyen z=,/1—x* >0.

Ekkor: 0222+ 2 =2 =(z+ 1) =3=(z+ 1+ /3)(z+1-/3),
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Mivel a jobb oldali els6 tényezd pozitiv, igy a masodik tényezOnek negativnak

kell lennie: z+1—,/3 = /1-x*> +1- /3 <0.

Ebbol: 1 —x*< 4 —2./3, azaz x*>2 /3 — 3. A feltételek miatt:

x= [2,/3 —=3.

Tehat az egyenl6tlenség pontosan akkor teljesiil, ha /2,/3 —3 <x<1.
1567. a)Ha x< g, akkor a gy0kos kifejezés értelmezhetd.

Ha p =0, akkor x < ,/—2x . Ez csak akkor teljesiil, ha x <0.

Ha p <0, akkor x< /p—2x. A gyok alatti kifejezés miatt:

p
<-—<0.
)

Ha p >0, akkor a kovetkezs eseteket kell vizsgalnunk:
(1) p >0 és x< 0, akkor az egyenl6tlenség mindig teljestil.

(2) p>0 és x>0, akkor a gyokds tag miatti kikotéstink: x <

IS

Ekkor négyzetre emelve: x>+ 2x—p <0.

Ez teljesil, ha —1— /1 +p <x<—-1++ /1 +p.

Mivel x pozitiv, igy 0 <x<—-1+ /p+1.

Osszegezve (1) és (2) eseteket: ha p >0, akkor x<— 1+ /p+ 1.
b) Kikotés: x < 2.

Ha p < -1, akkor a bal oldal értéke negativ vagy 0, minden olyan

esetben, ha x < 2.

Ha p >—1, akkor a bal oldali szorzat tényez8i nem negativak, igy

2
négyzetre emelve: (p +1) (2 —x)<1.

1
Az egyenlGtlenség teljesil, ha 2 — ——— <x=2.
(p+1)
1568. A feltételek miatt: a + b >x>a — b >0, igy ezek négyzetgyokére is

igaz, hogy:

Jatb> /x> Ja b,

Adjunk ﬁ -t az egyenl6tlenséglanc minden tagjdhoz:

Ja+b+Ja> [ x+Ja>Ja+ Ja—b.

Mivel ezek a mennyiségek is pozitivak, igy reciprokaikra:
1

1 1
Jatb+ja Ji+ja Jatjab

Ebbdl a nevezdket gyoktelenitve a bizonyitand¢ 4llitast kapjuk.

IV
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i+ n*+i 1

1
1569. Elég belatnunk azt, hogy az < < — egyen-
ntL i) v

16tlenség teljesiil minden i=1, 2, 3, ...n szamra, mert ezeket Osszeadva az ere-
deti egyenl6tlenséget kapjuk.
Nézziik el6szor az allitas bal oldalat!

Rendezve: (n+i)/n*+i+2 <(n+ 1)<i +/n*+ i) ami igaz, mert:

n+i<i+/n2+i,és /n2+i+2 <n+1.

Hasonl6an vizsgalva a jobb oldalt:

nitnfniti<n/ni+i+v2 +ifni+i+2,

ami igaz, mert

ni<i/n2+i+2,és n/nz-l-i <n/n2+i+2.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Abszolutértékes egyenletek, egyenlétlenségek

Abszolutértékes egyenletek
1570. a) x=+10, x=+12, x=%+ 14,2, x==%11;

7
b) x=+ > x == 1, nincs megoldas;

c)x,=8, x,=—4, x,=9, x,=—15, x,= 20,5, x,=— 10, 5.
1571. a) x,=13, x,=— 11, x;= 1, x,=— 7, x,=— 4, x,=— 6;

1 13 11
b) x,= P X== PR xlz?, x2=—?, x=38, x,=0.
1572. a)nincs megoldas, x =+ %, x=2;
3 11
b)xz—a,xzj,xz?).

1573. a) X ,=%2,/6,x,=£2/6,x;,,=%4, x,,= 1i/§;
b) x1)2:i3, X, = 3’ x2:_2, x1:_3’ x2:2;

1-/13 5+./13 5+,/5
X1 ,= Xz 4= .
b 2 b

3 1,2 3,4 )

c)x;=—1, x,=—, x,=3, x,=

>
1574. a)2<|x|<3,-4=<x<4;

b)x, ,=%/5, % ,=% /3.



