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Magasabbfoku egyenletek

3 5
1490. g) x=+ 5; b) x=+ g; c) x=2,5.
1491. a) Legyen x*>=y. Uj egyenletiink: y*>— 5y + 4 = 0. Ennek gyokei:
n=1y=4
Tehat egyenletiink gyokei: x; ,=+1,x; ,=+2.
. 1
b) Uj egyenletiink: 2y*— Sy — 3 = 0, gyokei: y,=— 5 nem ad megoldast x-re a

valos szamok halmazan, y,= 3. Tehat egyenletiink gyokei: x, ,=+ 1/5 .

¢) Legyen x*=y. Uj egyenletiink: y>— 17y + 16 = 0. Ennek gyokei:

Y1.,=%4, y; ,==*1. Csak a nemnegativ gyokok felelnek meg, ezért x, ,= iﬁ ,
x; 4=l

1492. Megoldas I.:

1
Legyen x’=y, ekkor y*—9y+1=0, melynek gyokei y,= 1, y,= 3 Az x*=1,

1
ésaz x°= 3 egyenletek gyokei pozitiv szamok, igy az eredeti egyenletnek nincs

negativ gyoke.

Megoldas I1.:

Ha x negativ szdm, akkor az egyenlet bal oldaldnak minden tagja pozitiv, igy
Osszegiik nem lehet 0, tehat nincs az alaphalmazba tartoz6 megoldés.

1493. Pozitiv szam nem lehet, mert ekkor a bal értéke pozitiv. A negativ
szdmok nagysdgrendjét figyelve csak az x = — 1 johet sz6ba. Behelyettesitéssel
meggy6zddhetiink errdl.

Megjegyzés: a tovabbi gyokok x,=— 2, x;=— 3.

1494. Legyen x+ 1=y, ekkor y*+5—14=0, ennek gyokei:
y,= 2, y,=— 7. Tehat eredeti egyenletiink gyokei: x,= 1, x,=— 8.

1495. Legyen %x— 5=y. Az y*+2y—15=0 egyenlet gyokei:
=3 y=-5 ) )

Tehat egyenleteink: ?x— 5=3¢s 3 x—5=—15. Ezek a gyokei az eredeti
egyenletnek: x,= 12, x,= 0.

1496. A nevezd 0-tdl kiillonbozd, igy : x#— 1+ E

Legyen x>+ 2x — 6 =y, ekkor a nevezd 3x*+ x— 13 =3y + 5.

. 4
Uj egyenletiink 0-ra rendezve: 3y*+ 2y —4=0, melynek gyokei: y,=— 3 ¥ 1.
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4 /17
Tehat x*+2x—6 =—§,melyb61 x=—1% 3 o vagy

x*+2x—6=1, melybsl x=—1=+2 ﬁ A kapott gyokok nem mondanak
ellent kikotéseinknek, és valdban kielégitik az eredeti egyenletet.

1497. A nevezd minden x-re pozitiv, mert x*— 4x + 10 = (x — 2)2+ 6.
Legyen x*— 4x+ 10 =y, ekkor —x*+ 4 —6=4 —y.

21
Ekkor 1j egyenletiink: 7 + 4 —y =0, azaz rendezve y*— 4y — 21 = 0, gyokei:

W=7, y,==3.
Tehat x> — 4x+ 10 =7, melynek gyokei: x,= 1, x,= 3, illetve,
x?— 4x + 10 = — 3, melynek nincsenek valds gyokei.

A kapott gyokok kielégitik az eredeti egyenletet.
1498. A nevez0 értelmetlen, ha x=— 5.
Egészitsiik ki a bal oldalt teljes négyzetté:

2 2
xZ

x+5

25x2 10x? [ 5x

2 — =
x+(x+5)2 x+5 o x+5

Tehat egyenletiink felirhat6 a kovetkezd alakban:

2

2 2

40— —11=0
x+5 x+5 o
x2
Legyen: =Y ekkor y?+ 10y — 11 = 0 egyenlethez jutunk.
X

Ennek gyokei: y,= 1, y,=— 11.
x? 1+,/21

Vagyis 5 1, melybdl x, ,= — illetve
x2
=— 11, melynek nincsenek valds gyokei.
x+5

A kapott gyokok valoban kielégitik egyenletiinket.
1499. Alakitsuk at az egyenlet bal oldalat:

20+ P+ P+ x— 6= (x2+x>2+ <x2+x> - 6.

Legyen: x>+ x=y. Uj egyenletiink: y>*+y — 6 = 0, ennek gyokei:

= 2, Y= 3.

Tehat: x*+x=2, melybsl: x,=1, x,=— 2, illetve,

x>+ x =— 3, melynek nincsenek valés gyokei.

1500. Vegyiik észre, hogy paratlanfoki - harmadfokd -, szimmetrikus

(reciprok) egyenlettel allunk szemben. Az ilyen egyenleteknek mindig gyoke az
x =— 1, ezért szorzatta alakithatok.

IV
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204 T+ Te+2=(x+ 1)<2x2+ 5x+ 2). Tehét az egyenlet gyokei:
1

x=—1 x,=-2, Xy==

1501. Emeljink ki az el6z6 feladathoz hasonléan (x+ 1)-et. A bal oldal

szorzat alakja:

x+1

(x+ 1)[x*— , igy az eredeti egyenlet gyOkei:

2

1 2
x=-1, x2=/5, x3=—=£.
3 ﬁ 2
1502. Vegyiik észre, hogy paratlanfoktl — harmadfoku —, antiszimmetrikus
(reciprok) egyenlettel dllunk szemben. Az ilyen egyenleteknek mindig gyoke az
x=1, ezért szorzatta alakithatok.

A bal oldal szorzat alakja: (x + 1)(2x2+ 9% + 2), igy egyenletiink gyokei:
-9+ /65

7 ahol teljesiil: x,= X—S

1503. Vegyiik észre, hogy péaros fokt — negyedfokd, szimmetrikus — reciprok-
egyenlettel allunk szemben. Ennek nem lehet megolddsa az x = 0, igy osszuk
végig x*-tel. A bal oldal igy alakul:

x=1, Xy 3=

1
x2+—2 -13 +12.

5 1 1
(%% —13x+12—13~—+6‘—2=6
X X

1
X+ —
X X

1 1
Bevezetve az x+— =y jelolést x’+— =y?—2, igy az Gj ismeretlenre az
X X

13
alabbi egyenletet kapjuk: 6y>— 13y = 0. Ennek gyokei: y,= 0, y,= < Vissza-

1 13
helyettesitve kapjuk az eredeti egyenlet gyokeit, ha x+—= r akkor
X
2 3
X, = 3 X= mig az x + < 0 nem ad Ujabb megoldasokat.

1504. Vegyiik észre, hogy péros fokt — negyedfokd, szimmetrikus — reciprok-
egyenlettel allunk szemben. Ennek nem lehet megoldasa az x = 0, igy osszuk

, 1
)C‘f‘i2 +8
X

1
végig x’-tel. A bal oldal igy alakul: 20 x+—|—105=0. Az
X

1

x +—=y helyettesitéssel: 20 (yz - 2) +8y—105=0, rendezve: 20y*+ 8y —145=0.
X

Ennek gyokei: y,= 2,5, y,=—2,9.

1 1
Végiil az x + — = 2,5 egyenlet gyokei: x,=2, x,= > mig az
X
+1— 2,9 let gyokei 0 2
X+ =29 egyenlet gyo e1.x3—2,x4—5.
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A kapott gyokok kielégitik az eredeti egyenletet, err6l behelyettesitéssel is
meggy6z8dhetiink.
1505. Ez paratlan fokd, antiszimmetrikus (reciprok) egyenlet, melynek
mindig gyoke az x = 1. Ezért emeljik ki az (x — 1)-et!
6<x5— 1) —x<x3— 1) — 43 (x—1)=

= (x = 1)(6x*+ 6+ 6+ r + 6 —x7 —x?—x — 43¢%) =

= (x = 1)(6x*+ 5x*— 387+ 5x + 6).
A szorzat mésodik tényezsje szimmetrikus, negyedfokd polinom. A 6x*+ 5x°—

—38%+ 5x+ 6 =0 egyenletet az el6z6 feladatok modszerével — x+—=y
X

helyettesitéssel megoldhatjuk. Ekkor négy tjabb gyokot kapunk. Az eredeti
1

1
egyenletiink megoldésai: x,=1, x,=-3, x;=— -, x,= 2, x5= 5 Behelyet-

3
tesitéssel ellendrizhetjiik, hogy mind az 6t gyok kielégiti az eredeti egyenletet.
1506. Nullara rendezve, alakitsuk szorzatta a bal oldalt:

2
(1+x) — 4

(1 +x)4—16x2:[(1 +x) + 4| = (%= 20+ 1)+ 6o+ 1).

A szorzatunk 0, ha barmely tényezGje 0, igy az egyenletiink gyokei:
x=1, x2=—3+/§, x3=—3—/§.
1507. A bal oldalt atalakitva:
X*(x+3)=(x+3)=(x+ 3)(x2— 1) =(x+3)(x+ 1)(x— 1), ezért az egyenle-
tink gyokei: x,=—3, x,=—1, x;=1, ezek koziil csak az x=1 természetes
szam.
1508. Csoportositsuk a tagokat: x”—2¢>+x—x*+ 2> — 1= (x— 1)<x4 — 2%+ 1),
ahol a masodik tényezd teljes négyzet. x—1=0, ha x=1.
(xz— 1>2= 0,ha x=+1.
Tehat az egyenlet megoldasai: x; ,=+ 1.
1509. Csoportositsuk az egyenlet tagjait:

6(x" = 1) —x(x*= 1) = 43’(x— 1) =0.

Ebbdl x,= 1 nyilvin megoldas, mig a masodik tényez6bdl nyert szimmetrikus
egyenletre:

(60" + 57— 387+ 5w + 6) =0.

1
A maér ismert x + — =y Uj ismeretlen bevezetésével:
X

6(y*—2)+5y-38=0

IV
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egyenlet gyokei:

10 5
== 3 V2= PR

amelybdl:

X,=—3, x;=——, x,=2, Xs=5 & x= 1.

3

Mivel 6todfoku egyenletnek legfeljebb 5 kiilonb6z6 gydke van, a megoldést be-
fejeztiik.
1510. Az egyenlet bal oldalat kiemeléssel alakitsuk szorzatta:

X0 = S+ 4) — 64 (x* = Sx7+ 4) = (x°— 64)(x* = S+ 4).
Egy szorzat értéke 0, ha barmely tényezGje 0, ezért vizsgiljuk a tényezdket!

x0— 64 = <x2)3— 4= <x2— 4>(x4+ 4> + 16) =
=(x+2)(x—2)(x? = 2v+ 4)(x*+ 2r+ 4) =0,
ha x=— 2, illetve ha x =2, mivel a tovabbi két tényez6 nem ad valds gydkot.
x-S+ 4= (x4— 4x2> - (xz— 4) = (xz— 1)(x2— 4) =
=(x=1)(x+1)(x—2)(x+2)=0,
ha x=—1vagyx=1 vagy x=—2 vagy x = 2.
Osszegezve: az eredeti egyenletnek tehat négy valds gyoke van, melyek valoban
kielégitik az egyenletet: x,=—1, x,=1, x;=-2, x,= 2.
Megjegyzés: x, és x, kétszeres gyok.
1511. Alakitsuk szorzatta az egyenlet bal oldalat. Ehhez adjunk hozza 1-et.
z+xy+yz+xz+x+y+z+1=(x+1)(y+1)(z+1).
Tehat egyenletiink igy is irhat6: (x+ 1)(y + 1)(z + 1) = 2233. Mivel 2233 prim-
felbontasa: 2233 = 7-11-29, és: (x+ 1),(y + 1),(z + 1) a feltételek miatt egy-
nél nagyobb pozitiv egész, igy x, y, z valamilyen sorrendben a 6, 10, 28 szdmok.
Ezek permutécidinak szdma 6, tehdt egyenletiinket 6 rendezett szimhérmas
teszi igazza.
1512. Tekintsiik az x*+ 6x°+ 11x*+ 6x = k egyenletet, ahol k € R.
Alakitsuk szorzattd az egyenlet bal oldaldt. x*+6x*+11x” + 6r = x*(x”+ 5 +6 )+

+x (x2+ 5x + 6) =x(x+1)(x+2)(x+3).
A két sz€Is0, valamint a két belso tényezd szorzata: <x2 + 3x)(x2 + 3x + 2).
Legyen x°+3x=t. Ekkor egyenletiink ckvivalens a f-(f+2)=1"+2t=

=(t+ 1)2— 1 =k egyenlettel. Eszerint k legkisebb értéke —1, és ez t=—1
esetén adodik.
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Ha t =— 1, akkor az x>+ 3x=— 1 egyenlet gyokei: Xj .=

Osszefoglalva: az f (x) figgvény minimuma -1, és ezt az x =

ken veszi fel.
151 3. Alakitsuk szorzatta egyenletiinket:

Xx—1)=2*(x—1)+(x—1)=0;
(x=1)(x*= 2"+ 1)=0;
(x—1)(x*- 1)2: 0.

291

3+/5 hel
5 elye-

Az els6 tényez6 0, ha x = 1, mig a masodik tényezd x =+ 1 esetén, igy ez utébbi

az egyenletiink megoldésa.

2
1514. Az el6z6 megoldéas alapjan a kifejezés (n — 1)(}12— 1) alakban is

irhat6. Mivel a masodik tényezs teljes négyzet, igy a szorzat pontosan akkor
lehet négyzetszam, ha valamelyik tényezd 0, vagy ha az els6 tényezd is
négyzetszdm. A tényezSk csak akkor egyenl6k 0-val, ha — mivel n természetes
szam — n=1. Az elsd tényez6 akkor lesz négyzetszdm, ha n =k*+ 1, ahol

keZ. (k=0esetén,n=1).
1515. Egyenletiink
(1+57)(1 + o)+ (1+22)(1 +29) = 2(1 +x7)(1 +?)
alakban irhat6. Rendezésekkel:
4+ y’+ 2%y —xPy —x— 2= 0;
2 2
(x—y) —w(x—y) =0;
2
(x=y) (1 —2)=0.
Mivel a feltétel miatt az els6 tényez6 nem lehet 0, igy
1-xy=0.
Azt kaptuk, hogy xy= 1, ekkor a tortek nevezsje nem 0.
1516. Jeloljiik a révidebb felirds miatt:
a+b=c;
a—b=d.
Ekkor egyenletiink alakja:

(x+c)+(x—c)

u+df+u—dﬂ

= ;<c2+ d2>.

(x+ c)5+ (x— c)5

u+df+@—dﬂ

IV
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A[ ]-ben lev6 hatvanyoknal a paratlan kitevdji tagok kiesnek, ezért dsszevona-
sok utan:

42637 — d?) + (¢ — d*) + 14x (P = d®) 7

= —(cz +d 2).
206%(c? = d?) + 10¢ (¢* — d*) 2

Nyilvan x = 0 nem tartozik az értelmezési tartomanyba, tovibba
le|#|d|, a#0, b#0.
A pozitiv nevezdvel beszorozva, rendezések, dsszevonasok utan:
2
ot + 2(c4+ cd*+ d2> -5 <c2+ dz) =0;
3¢t + 8c*d*+ 3d°
B 6

Visszatérve az eredeti paraméterekre:

x4

3ct+ 8c?d?+ 3d* 7a*+ 10a> b> + 4b*
x==x4 6 =44 3 .

A kapott két gydk csak a = b = 0 esetén lenne egyenl, amit kizartunk.
1517. Vilassza a kezd6 C =0 értéket. Ekkor az egyenletnek x = 0 nyilvan
gyoke.

Ha a kovetkezd 1épésben a masodik jatékos 4 helyére ir egy A, egész szamot,

akkor irjon kezd6 B helyére ismét 0-t. Ekkor egyenletiink:

¥ +A4,x*=0

alakd, melynek gyokei: x,=x,=0, x;=—A,.

Ha a masodik jatékos B helyére ir egy B, egész szamot, akkor egyenletiink:
x*+ Ax*+ B, x = 0.

Ekkor kezd6 az A =— (Bo"‘ 1) szamot valasztva az egyenlet szorzat alakja:
x(x—1)(x—B,)=0.

Az eredeti egyenletiink: x*— (By+ 1) x*+ Byx =0, ennek gyokei: 0, 1, B,
1518. Legyen a feltételben szerepld hanyadosok értéke c.

Ekkor x, = cx,, x; =c%,, X, =cx,.

Mivel az egyenletiink x>-ben masodfoku, ezért ha x, gyoke, akkor —x, is az, de
x, nem lehet 0, ezért x, vagy x, vagy x, valamelyike (—x,).

Ekkor ¢ valamelyik hatvanya -1, igy ¢ = (—1).

Tehat az egyenlet gyokeire teljesiil:

X=X, = X3= = Xy,
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Ebbol x2= — g, foy p <0.

Egyenletiink:
2

x4+px2+p7=0

Ennek gyokei: x,=x;= /—g X=X, =— /_g‘ IV

1519. Ha az allitasok igazak, akkor x, y, z, a értékek egyike sem 0.
Koz06s nevezdvel beszorozva €s 0-ra redukalva:

az (y +x) + axy—xyz= 0.

Mivel x+y=a —z, igy

(a—z)(a—x)(a—-y)=0.

Mivel a harom tényezd koziil legalabb az egyik 0, igy allitdsunkat belattuk.
1520. A kozos nevezbvel beszorozva, majd a feltételt felhasznalva egyen-
letiink:

bex + acx® + abx’= ab® ¢*=— ¢?;
(c + axz)(c +bx)=0.

| ¢
Ez teljesiil, ha x, ,=+ [——, ahol a feltétel miatt a <0, igy ¢ > 0 kell, hogy
’ a

c
legyen, illetve ha x;=— 2

Aval6s gyokok szdma ¢ > 0 esetén hdrom, mig ¢ < 0 esetén egy. Ezektdl kiilon-
b6z6 szamit megoldas nem lehet.
1521. Irjuk az egyenletet a kdvetkezd alakban:

(xy—5) +(x—4)"=25.

Az egyenletnek akkor lehet megoldésa, ha 0 < (x— 4)25 25. Ez teljesiil, ha
—1=<x=<9 és x#0 . Ekkor xy szorzat lehetséges értékei: xy € [0;10].



