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Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatd

1.a)
x*—3x*-4=0 1 pont
Az a = x? helyettesitéssel masodfoki egyenletet
kapunk, ennek gyokei: 1 pont
a, =—1 (ez nem lehetséges, mert x*>0),
a,=4,azaz x* =4. 1 pont
X, =2, X, =—2 amegoldasok. 2 pont
Ellendrzés behelyettesitéssel vagy ekvivalenciara 1

: . pont
hivatkozéssal.

Osszesen: | 6 pont
1.b)
(x # 0. A két oldalt azonos alapra hozzuk:)
I 2 I
log, x? + 092 X :90g25, 1 pont
log, 4 log, 8

glogZXZ:BIogZS < log, x? =log, 25. 1 pont
(A logaritmus definicidja alapjan) x* = 25, |x| = 5. 1 pont
X; =9, X, =-H. 2 pont
Ellendrzés behelyettesitéssel vagy ekvivalenciara

: . 1 pont
hivatkozassal.

Osszesen: | 6 pont
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Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatd

2. ) elsé megoldas

y
¢
40°
A L
10 1 pont
3
B 10 T
Az abra szerinti jeloléseket alkalmazzuk: az A(0; 28)
¢s B(0; 0) pontokbol indulnak a hajok, a taldlkozési
pontot jeldlje C; a BAC haromszég A-nal 1évo kiilsé
szoge o’ =40°, igy BACZ = a = 140°; és keressiik
ABCZ = j-t.
BC =2AC, mert azonos id0 alatt a masodik hajo
(ﬂ :j 2-szer akkora utat tesz meg. 1 pont
\"
Az ABC haromszogben felirjuk a szinusztételt: Vagy: az AC e BC iiiszakaszok
. . x tengellyel parhuzamos
sinf _ sina . 1 pont . o
—E="""innen vetiilete megegyezik, igy
AC BC BC-sin B = AC -sina
sinp= ACSIna _sinld0™ 4 3514, 1 pont
BC
B =~ 18,7° a keresett szog (B hegyesszog). 1 pont
ACBZ =180° — 140° — 18,7° =21,3°, igy
BC _ BA 1 pont
sin140° sin21,3°°
sin140°- 28
C=——"~=49,55. 1 pont
sin 21,3° P
. . in BC ,
A talalkozaésig eltelt id6 t = — = 4,13 6ra
W 1 pont
(kb. 4 6ra 8 perc).
Osszesen: | 8 pont
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Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatd

2. @) masodik megoldas
Yy

40

10

3 1 pont
B 10 z
Az abra szerinti jeloléseket alkalmazzuk: az A(0; 28)
¢s B(0; 0) pontokbol indulnak a hajok, a talalkozési
pontot jeldlje C; a BAC haromszég A-nal 1évo kiilsé
szoge o’ =40°, igy BACZ = a = 140°; és keressiik
ABC/ = -t.
Ha a hajok t id6 mulva talalkoznak, akkor a
talalkozasig megtett utak nagysaga: AC = vt = 6t és 1 pont
BC =wt=12t.
Az ABC haromszdgben felirjuk a koszinusztételt:
BC? = AB*+ AC?-2-AB-AC -cosa, 1 pont
(12t)? = 28% + (6t)% — 2-28- 6t - c0s140°, innen
108t* — 257,39t —784=0 1 pont
t1 =~ 4,13 (6ra) a talalkozasig eltelt id6 1 pont
(t2 < 0 nem lehetséges).
Az ABC haromszogben felirjuk a szinusztételt:
ﬂ:w, innen 1 pont
AC BC
sinp=ACSInG _sinld0" 4 314, 1 pont
BC
B~ 18,7° a keresett szog (B hegyesszog). 1 pont
Osszesen: | 8 pont
2.b)
Jeldlje x az els6 hajon utazok létszamat; ekkor a 1 pont
masodik hajon x — 18 utas volt.
Az utasok ¢€letkoranak 0sszege az els6é hajon 46x, a Ez a pont jdr, ha ez a gondolat
masodikon 38(x — 18), a talalkozas utan egylittesen 1 pont e 7
. csak a megoldasbol deriil ki.
pedig 43(2x — 18).
46x + 38(x — 18) = 43(2x — 18), innen 1 pont
X =45, 1 pont
Az els6 hajon 45, a masodikon 45 — 18 =27 {6
1 pont
utazott.
Osszesen: | 5 pont
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Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatd

3.a)
Az egyjegyll primszamok: 2, 3, 5, 7. 1 pont
Az 5-tel val6 oszthatosag miatt a negyedik szamjegy

1 pont
0 vagy 5 lehet.
A négy szamjegy 0sszegének 3-mal oszthatonak kell
lennie, igy negyedik szamjegy csak a O lehet: 1 pont

0+2+3+7=12 oszthatdé 3-mal.

Mivel a 0-ra végzodo szam 2-vel és 5-tel oszthato,
ezérta 2, 3 és 7 szamjegyekbol kell egy 7-tel
oszthatd szdmot Osszeallitani.

1 pont

Mas helyes indoklas vagy
probalkozassal (pl. 210
tobbszoroseinek vizsgalataval)
megtalalt értek is megfelelo.

A hat lehetséges szam koziil csak a 273 oszthato 7-tel, | 1 pont
igy a 2730 (az egyetlen) megfeleld szam. 1 pont
Osszesen: | 6 pont
3.b)
Jelolje x a valasztott szdmot.
Ekkor a négy szam atlaga: iﬁ( =3 +§ . 1 pont
A szoras ugyanazon X értékre lesz minimalis, 1 Ez a pont jdr, ha ez a gondolat
N pont S LS
amelyre a szorasnégyzet 4-szerese. a megolddsbol deriil ki.
A szamok szorasnégyzetének 4-
Szerese.
2 2 2 2 *
(3+5—2j +(3+§—3j +[3+§—7j +[3+5—xj = 1* pont
4 4 4 4
x\° (x) (x ? 3x )
SRR
; 4 4 4 4 1* pont
= > x*—6Xx+26.
4
Az ax® +bx+c kifejezés (a # 0) sz&lsdértékhelye Megfelel egyéb indoklas is:
-b 2 pont | fiiggvényabrazolas, teljes
X = —, ’ ’ ,,r .7
2a négyzetté alakitas, derivalds.
a szOras tehat X = L 4 esetén lesz minimalis.
5. 3 1 pont
4 ..
Osszesen: | 7 pont
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Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatd

A *-gal jelolt 2 pont a kovetkezo gondolatmenetért is megkaphato.

A szdmok szorasnégyzete
22 432 472 +x? _(3 sz
4

1 pont

4
3, 3 26
= XS ——X+—

16 2 4

1 pont

4. a)

A grafban van két pont, amelyeket legalabb két
tobbszoros ¢l kot 6ssze. A graf hianyzo, harmadik éle
haromféle lehet: tobbszoros €1, hurokél vagy
Legyszerll” él.

1 pont

Ha a hidnyzo ¢l tobbszords €1, akkor csak egy eset
lehetséges: két pontot harom ¢él kot dssze.

=

1.

1 pont

Ha a hidnyzo6 ¢l hurokél, akkor ez kiindulhat a
tobbszoros éllel rendelkezd pontok valamelyikébol,
vagy a masik két pontbol. Két esetet kapunk.

2 pont

Ha pedig a hianyz6 ¢l nem tobbszords és nem
hurokél, akkor kétféle lehet: a masodfokt pontok
valamelyikét koti ssze egy nulladfoku ponttal, vagy
két nulladfoku pontot kot Ossze.

I

4. 5.
Osszesen 6t megfelelé graf van.

2 pont

Minden (rendszeres vagy
rendszertelen) probalkozadssal
megtalalt helyes graf 1 pontot
ér.

Osszesen:

6 pont
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Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatd

4.b)
Jelolje x — 1, X, X + 1 a harom szamot. 1 pont
Ekkor x — 6, X, X + 24 egy mértani sorozat elso,
1 g e 1 , 2 1 pont
harmadik ¢s 6todik eleme, igy (X — 6)(X + 24) =X".
X =8, 1 pont
tehat a szadmtani sorozat elemei: 7, 8, 9. 1 pont
A mértani sorozat els6 eleme 2, hanyadosara q> =4.| 1 pont
(Két lehetséges mértani sorozat van.)
Az els6 esetben ¢ =2, 1 pont
a masodik esetben g, =—-2. 1 pont
Osszesen: | 7 pont
5. a)
Mindegyik lap 6tféle szini lehet, igy az 6sszes 1
lehetséges szinezés szama 5°. pont
Nem megfeleldek azok a szinezések, amelyek sem 2 pont
kék, sem sarga szint nem tartalmaznak,
ilyenbdl van 3*-féle. 1 pont
5% - 34= 1 pont
= 544 a lehetséges szinezések szama. 1 pont
Osszesen: | 6 pont
5. b) elsé6 megoldas
Kiilonb6z6 eseteket V‘izsgélunk aszerint, hogy hany 1 pont Ez a pont jar, ha ez a gondolat
kék és hany sarga lapja van a kulcstartonak. a megoldasbol deriil ki.
Ha egy kék és egy sarga lapja van, akkor a kék lap 4,
a sarga lap 3-féleképpen valaszthatd, a masik két lap 1 pont
harom tetszbleges szinnel szinezhetd,
igy a lehetséges esetek szdma 4-3-3* =108. 1 pont
Két kék és egy sarga lap esetén a két kek lap
(gj (= 6)-féleképpen, az egy sarga lap 2-féleképpen 1 pont
valaszthat6 ki, a negyedik lap hdromf¢le lehet,
igy a lehetséges esetek szama 6-2-3=36, (¢és
ugyanennyi van abbol, amelynek két sarga és egy 1 pont
kék lapja van).
Hérom kék ¢és egy sarga lap esetén a harom kék lap
4-féleképpen valaszthato ki, a negyedik lap szine 1 pont
adott,
igy a lehetdségek szama 4, (és ugyanennyi van abbol, 1 pont

amelynek harom sarga és egy kék lapja van).
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Javitasi-értékelési utmutatd

4
Végil két kék és két sarga lapja [2) =6

1 pont
kulcstartonak lehet.
Ez 6sszesen 108 +2:36 +2-4+ 6 = 1 pont
= 194 kiilonboz6 szinezési lehetdség. 1 pont
Osszesen: | 10 pont
5. b) masodik megoldas
Az a) feladatban kapott eredményt felhaszndlva azon
szinezésqk szamat hgtérozzuk meg, amelys:kben van 1 pont Ez a pont jdr, ha ez a gondolat
kék, de nincs sarga, illetve van sarga, de nincs kék a megolddasbol deriil ki.
lap.
Ha (pontosan) egy kék lap van, akkor ezt 4 lap koziil
valaszthatjuk ki, a maradék harom lap 3-3 szinii lehet | 1 pont
(nem lehet sem kék, sem sarga),
igy a lehetséges esetek szama 4-3° =108. 1 pont
Ha (pontosan) két kék lap van, akkor ezeket 4 lap
kozil [gj (= 6)-féleképpen valaszthatjuk ki, a 1 pont
maradék két lap 3-3 szinii lehet,
igy a lehetdségek szama 6-3° =54, 1 pont
Harom kék lapot 4-féleképpen valaszthatunk, a
negyedik lap 3 szinii lehet, igy a lehetséges esetek 1 pont
szdma 4-3=12.
Mind a négy lapja 1-féleképpen lehet kék. 1 pont
Igy 6sszesen 108 + 54 + 12 + 1 = 175 olyan szinezés 1
van, melyben van kék lap, de nincs sarga. pont
Ugyanennyi olyan szinezés van, amelyben van sarga
lap, de nincs kék, igy az a) feladatban kapott 1 pont
eredményt felhasznéalva a kérdéses szinezések szdma
544 —2-175 =
=194, 1 pont
Osszesen: | 10 pont
5. b) harmadik megoldas
Az olyan szinezések szamat hatarozzuk meg, 1 pont Ez a pont jar, ha ez a gondolat
amelyekben van kék, de nincs sarga lap. a megoldasbol deriil ki.
Ezen szinezések szamat megkapjuk, ha azon
szinezések szdmabol, melyek nem tartalmaznak 2 pont
sarga lapot, kivonjuk azokat, amelyek nem
tartalmaznak sem sarga, sem kék lapot.
A sarga lapot nem tartalmazé szinezések szama 4%, 1 pont
a sem sarga, sem kék lapot nem tartalmazé
szinezések szama 34, 1 pont
igy a kék lapot igen, de sargat nem tartalmazo 1 pont
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Javitasi-értékelési utmutatd

szinezések szama 4% — 3% =

=175. 1 pont
Ugyanennyi olyan szinezés van, amelyben van sarga
lap, de nincs kék, igy az a) feladatban kapott 2 pont
eredményt felhasznalva a kérdéses szinezések szama
544 —2-175 =
=194, 1 pont
Osszesen: | 10 pont
5. b) negyedik megoldas
Ez a két pont jar, ha ez a
A logikai szita-formulat alkalmazzuk. 1 pont | gondolat a megoldasbol deriil
Ki.
Ha az 0sszes szinezési lehetdség szamabol kivonjuk
azokat, amelyek nem tartalmaznak sarga lapot és
azokat, amelyek nem tartalmaznak kék lapot, akkora | 2 pont
sem sarga, sem kék lapokat nem tartalmazé
szinezéseket kétszer vontuk ki.
Igy ezek szamat a kiilonbséghez egyszer még hozza 1
) pont
kell adni.
A sarga lapot nem tartalmazé szinezések szdma 4%, 1 pont
a kék lapot nem tartalmazé szinezések szama szintén
4 1 pont
A sem sarga, sem kék lapot nem tartalmazo
, . . 4 1 pont
szinezések szama 37,
igy a kék és sarga lapokat is tartalmazd szinezések 2 pont
szama 5% — 2-4* + 3 Po
=194. 1 pont
Osszesen: | 10 pont
6. a)
A nagymutat6 a szamlap 12-es poziciojahoz képest
s 10 o — Ano 1 pont
az utolsd 6raban 0 360° = 60°-ot fordult el.
. c ... 101
A kismutato 6 6ra 0ta — - — -360° = 5°-ot fordult, 1 pont
60 12
a két mutato altal bezart szog 6. 360°+5°—-60° =
12 1 pont
= 125°,
Jelolje d a keresett tavolsagot.
Felirjuk a koszinusztételt: 1 pont
d® =92% +56° —2-92.56-c0s125°, innen
d =~ 132,3 cm a mutatok végpontjainak tavolsaga. 1 pont
Osszesen: | 5 pont
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6. b)
S!ﬂ=ﬂ < sinacosa = sinfcosp <
sin  cosa 1 pont

& sin(2a) =sin(2p) .

Az egyenlet akkor teljesiil, ha o = B (+ k-360°, ke Z) 1 pont

vagy 2a = 180° — 2f (+ 1:360°, € Z), azaz 1 pont
a + B =90°. (Es ekkor y = 90°.) 1 pont
Az 4llitas nem igaz, 1 pont

A teljes pontszam egyetlen
1 pont | megtalalt (helyes)
ellenpéldaért is jar.

o €s B potszogek is lehetnek egy nem egyenld szara
derékszogli haromszogben.

Osszesen: | 6 pont

1 pont

AE ¢és BH kitérd egyenesek. AE-t eltoljuk példaul
BF-be, AE és az igy kapott (BFH) sik parhuzamosak.
AE és BH tavolsaga megegyezik AE és a (BFH) sik
tavolsagaval, azaz meghatarozand6 AE ¢és a (BFHD)
sik tavolsaga.

,.Feliilnézetbol” tekintve ez a tavolsag az FEH
(derékszogii) haromszdg E-bdl huzott magassaganak 1 pont
m hosszaval egyenlo.

Az FEH haromszog teriiletét kétféleképpen irjuk fel:
FH-m EH-EF 1 pont
2 2

EH-EF 3-4
m= =

1 pont
FH 5.4’ i

= 2,4 egység a keresett tavolsag. 1 pont

Osszesen: | 5 pont
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7. ) elsé megoldas

37

250
1 pont
o\ F
A
160
Az abran lathaté modon jelolje A és B az asztal két
sarokpontjat, C és D a két {itkdzési pontot, Q pedig P
merdleges vetiiletét. A beesési és visszaverddési
szogek egyenldsége miatt ACFZ =BCD /L =
= 90°—a,BDCZ =PDQZL = a.
(FC és PD parhuzamosak.)
Legyen AC=x,DQ =Y.
. " X 1pont|, . , .
Az FAC haromszogben tg o = 30" Hivatkozas hasonlé
50— x haromszogekre:
a CBQ haromszogben tg o = =g , 1pont| X _230-x _ 37
y37 80 58—y y
a DQP haromszogben pedig tg o = 7 . 1 pont
Az els6 és harmadik egyenletbdl X = w, 1 pont
y
a masodik és harmadik &sszevetésébol
37-80
250 -———
y 37 1 pont
——FFFF =— 1nnen
58—y y
37-138
= 1 pont
287
37 287
tgo="r=""—.
ga y 138 1 pont
o = 64,3° a kérdéses szog. 1 pont
Osszesen: | 9 pont
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7. @) masodik megoldas

1 pont
160
Az abran lathaté modon jelolje A és B az asztal két
sarokpontjat, C és D a két titk6zési pontot, Q pedig P
merdleges vetliletét. A beesési €s visszaverddési
szOgek egyenlésége miatt ACFZ =BCD/ =
= 90°-a, BDCZ =PDQZL = 0.
(FC és PD parhuzamosak.)
Tiikrozziik P-t az asztal fels6 szélére, igy kapjuk a Py
pontot; Pi-et tiikkr6zziik az asztal bal szélére, igy 2 pont
kapjuk P2-t. Jelolje végiil P2 merdleges vetiiletét az P
asztal also szélére P3 (ébra).
A beesési €s visszaverddési szogek egyenldsége 2 pont
miatt C, D, P1, valamint F, C, P2 egy egyenesbe esik. P
P3P2 =250 + 37 = 287, FP3 = 80 + 58 = 138. 2 pont
a P3P2F haromszogben tg o = % : 1 pont
o = 64,3° a kérdéses szog. 1 pont
Osszesen: | 9 pont

7.b)
A binomidlis eloszlas modelljét alkalmazzuk. Egy
adott jatszmaban Andras nyerési esélye p = g =0,6, 1 pont
Béla nyerési esélye 1- p=0,4.
(P(x) jelentse annak a valdsziniiségét, hogy Andras x
jatszmat nyer meg a 6-bol.)

1 pont

P(4) = @.0,64 0,42,
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6

hasonléan P(5) = [5} .0,6°-0,4 és P(6) =0,6°. 2 pont

Annak valosziniisége, hogy Andras 3-nal tobbszor 1 vont

gybz: P(4) + P(5) + P(6) = P

6 6

= (4] .0,6*-0,4° +(5J .0,6°-0,4+0,6° = 0,54432, 1 pont

melynek értéke a kért kerekitéssel 0,54. 1 pont
Osszesen: | 7 pont

8. a) elsé megoldas

A sorozat néhany kezdeti értékét kifejezziik ai-gyel:

ar=1,

a; =2(2a, +1)+1=2%a, +2+1,

a, = 2(22a1 + 2+1)+1: 23a, +2% +2+1 sth.

A sorozat képzési szabalyanak ismételt

felhasznalasabol adodik, hogy 2 pont

a,=2"ta, +2" 2 42" 2 4 422 4241,

Mivel a1 = 1, igy .

a, =2"142"2 42" 2 4 4224241, pont

A mértani sorozat 0sszegképletét alkalmazzuk (a

hanyados értéke 2):

. —a.zn_l 1 pont

n 1 2_1

=2"-1. 1 pont

Ezzel az allitast belattuk. 1 pont
Osszesen: | 8 pont

8. a) masodik megoldas

A moszat dgainak szamdara vonatkozo teljes

indukciot alkalmazunk. 1 pont

Kezdetben 1 ag van, és ez egyenlé a; = 2% — 1-gyel.

Tegyiik fel, hogy a képlet n = k esetén teljesiil, azaz

A= 2% 1. 1 pont

Ekkor igazolandd, hogy az dsszefiiggés n = k +1 2 pont

esetére is ,,0roklédik”, azaz a1 = 241 — 1. P

A rekurziv Osszefliggés miatt ak+1 = 2-ax + 1 = 1 pont

k _ ok+l _ ok+l

2.(2 —1)+1_2. 2+1=2" 1. 2 pont

(Felhasznaltuk az indukcios feltevést.)

Az igazolandé aks+1 = 2! — 1 6sszefliggést kaptuk, 1 pont

ezzel az allitast belattuk. P
Osszesen: | 8 pont
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8. a) harmadik megoldas

A moszatot olyan graffal modellezziik, melynek élei
a moszat agai, csucsai az agak végpontjai.

A moszat grafja 0sszefiiggd €s kormentes, tehat 2 pont
(grafelméleti) fa.
Néhany kezdeti idéegységben a graf csucsainak
szama: 1 pont
CL=2,C2=4,c3=8sth.
A graf képzési szabalyanak ismételt alkalmazasabol
kovetkezik, hogy a csucsok szama minden idéegység Alkalmazhatunk a csucsok
alatt megkétszerezddik. (A ndvekedést ugy is 2 pont | szamara vonatkozo teljes
szemléltethetjiik, mintha minden csticsbol egy 1) ag indukciot is.
indulna ki.)
Mivel c1 =2, igy ¢, =2". 1 pont
Mivel a moszat grafja fa, éleinek szdma a, =c, —1, 1 pont
igy a, =2" -1 valéban. 1 pont
Osszesen: | 8 pont
8. b)
an=2"-1=800 < 2"=801. 1 pont
A logaritmus definicidja alapjan Ez a 2 pont akkor is jr, ha a
n = log, 8019891 1 pont| vizsgdzé a 2 egész kitevdjii
Ig2 hatvanyainak ismeretében
~ 9,64, 1 pont | megdallapitja, hogy 9 <n < 10.
igy a moszat againak szdma a 10. id6egység végére 1 pont
éri el a 800-at. P
Osszesen: | 4 pont
8.¢C)
. a . "—
lim ———— = lim # 1 pont
noo N 17 now 20 17
(Minden tagot osztunk 2"3-nal:)
2° — !
n-3
lim — 2~ 1 pont
n—oo 1 17
- 2n—3
A két konstans tagon kiviili tagok 0-hoz tartanak, igy | 1 pont
. a
lim ——"— =2°=8. 1 pont
noe 20 17
Osszesen: | 4 pont
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| 2 pont
Ah ﬁjggvény zérushelyei:
0,52 —6x+5|=0 < x2—6x+5=0, innen
X =1, X, =5.
A Kkeresztmetszet grafikonja a [0; 1] intervallumon az
X O,S(X2 —b6X+ 5) fiiggvény, az [1; 5] 1 pont
intervallumon az x —0,5(X2 —6X + 5) fiiggvény.
1
A keresztmetszet teriilete: J- O,S(X2 —B6X + S)dx +
0 2 pont
5
j— O,5(x2 —6X+ S)dx =
1
1 5
ECYc o R P BYC g 2 pont
6 2 2 6 2 2 |
135 15 75 5 135 con | o0
6 2 2 6 2 2 6 2 2
A 9 méteres szakasz térfogata 9-6,5 = 58,5 (m°), 1 pont
ami a kért pontossaggal 59 m>. 1 pont
Osszesen: | 11 pont
9. b)
h(4) = 1,5. 1 pont
Az x> —05(x2 - 6x +5) fiiggvény 1 pont
derivaltja —Xx + 3, 1 pont
a (4; 1,5) pontba huzott érintd meredeksége
4+3=-1, 1 pont
Az érint6 egyenlete: y — 1,5 = —(x — 4). 1 pont
Osszesen: | 5 pont
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