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,Javitasra idédet ne sajndld. A javitdas is alkotds.
Gyédngy, gyémant, ha csak borsonyi is, értékesebb ma-
gandl a koronanal. S ha egy nap csak egy gyémantsze-
met alkotsz is, egy mondatban vagy csak egy szoban:
gyiiriibe illesztettél dragakovet.”

(Gardonyi Géza)

Néhany bevezeté gondolat

Az ellenérzés minden irasbeli érettségi vizsgan megjelend, problematikus témakér. A
nehézségét elsésorban a definidlatlansdag okozza: maga a fogalom értelmezése, az alkalmaza-
si kor kérdése, a végrehajtas modja — ezek a feladatmegoldas nem egyértelmiien, nem egysé-
gesen megallapitott részteriiletei.

Osszegytijtottiik és részletesen elemeztiik a 2005 o6ta tartd kétszintli érettségi vizsgak el-
lendrzéssel kapcsolatos feladat- és megoldasrészleteit. A vizsgak hivatalos javitasi ttmutatoi-
bol idézett nagyszamu példa talan vilagosabba teszi a mondanivalonkat, de igy az anyag meg-
lehet6sen hosszh terjedelmii lett. Ezért az attekinthetdséget egyrészt sorszamozdssal probaltuk
meglrizni — ezek alkalmanként egy-egy jol koriilhatarolt problémakort azonositanak. Mas-
részt a gylijtdomunka és az elemzés soran kdrvonalazodott fontosabb megallapitasokat, javasla-
tokat kKiemeltiik. Ezek kivonatolo, dsszefoglalod jellege talan konnyebben emészthetévé és
jobban attekinthetové teszi az irast.

Jelenleg nem talalhatd kozismert, konnyen elérhetd, a témahoz kapcsolédo szakiroda-
lom, hianypo6tld munkank ezért elsésorban tandr kollégdink szdmdra késziilt. Célunk egy-
részt az volt, hogy a témakor kissé képlékeny fogalmait, eljarasait igyekezziink egységesiteni,
¢s ahol lehet egyértelmiisiteni; masrészt a példak elemzésével, bizonyos kdvetkeztetések meg-
fogalmazaséaval a tanitasi gyakorlaton keresztiil segitsiik a didkok felkészitését. A pontozasi
utmutatok elemzésével jobban megérthetjiik az értékeld-javitd munka ,,szellemiségét”, ezaltal
megkonnyithetjiikk az elkdvetkezé dolgozatok értékelését; a tanarok segitségével pedig fej-
leszthetd a vizsgazok irasbeli munkajanak, a megoldasok kidolgozasanak a szinvonala.

Mivel az ellendrzés témakoréhez szorosan kapcsolodnak az eredmény, valasz, pontos
érték fogalmak, igy néhany olyan részletet is kigyiijtottiink, amelyek erre a tagabb feladatkor-
nyezetre jellemzoek. Igyekeztiink modszeresen, kategorizalva feldolgozni az anyagot, de az
egész téemakorre jellemzo egyfajta kettosség. A szakmai igényesség nagyfoka precizitast ko-
vetelne meg, de a téma jellege miatt ez nem mindig lehetséges — gondoljunk példaul a szerep-
16 fogalmak definidlatlansagara. Ugyanakkor az érettségi vizsgan pontokat lehet vesziteni a
helytelen vagy hidnyos ellendrzéssel, a dolgozat eredményének pedig komoly tétje van — igy a
kérdéskort gyakorlati szempontok szerint is meg kell vizsgalnunk.

A témaban gyakran csak koriilirassal megadott, nem egyértelmiien definialt fogalmak-
kal dolgozunk. Az ellendrzés, eredmény, vdlasz, pontos érték fogalmak tartalma fiigghet a
kozmegegyezéstol, a helyi modszertani kultiraktol, a tanitdsi hagyomanyoktol — a definialat-
lansag (n¢ha definialhatatlansag) tehat a téma jellegébdl adodik. llyen feltételek mellett a
problémakra nem mindig lehet egységes, megnyugtatd valaszt adni, és sok esetben a kovet-
keztetéseink sem lesznek egyértelmiiek. Eszrevételeket, megallapitasokat, tobb esetben javas-
latot is megfogalmazhatunk, de lehetnek olyan tananyagelemek, amik ,,rendberakasa”, egyér-
telmiisitése nem sikeriil. (Még a nem tilsagosan bonyolult problématipusok esetén is eléfor-
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dul, hogy kozvetlen kollégaink t6liink eltéré véleményt fogalmaznak meg!) Néhany esetben
mar az is eredménynek szadmit, ha azonositjuk a problémat, illetve a probléma mélységét;
vagy ha a problémak kezelésére tobbé-kevésbé elfogadhato javaslatot sikertl tenni...

A kétszintli érettségi vizsga bevezetésének korai éveiben a javitasi Utmutatok gyakran
kovetkezetlenek, és néha egymasnak is ellentmondok az ellenérzés témakorében. Ez csak
részben indokolhato a téma jellegével. Az utdbbi évek Utmutatdiban egyes kérdéskorokben
viszont érezhetden egységesedik a gyakorlat. Az elemzéssel erdsiteni kivanjuk ezt a folyama-
tot — vagyis hogy az érettségi vizsgan egységes, kovetkezetes, kiszamithatd és természetesen
szakmailag jol indokolhato gyakorlat alakuljon ki. (Az érettségi visszacsatold funkcidja miatt
ez a gyakorlat varhatoan a tanitasban is érvényesiil majd.)

A felhasznalt szakirodalomban a klasszikus és az jabb tipusu, kétszintli érettségi vizs-
gaval kapcsolatos, ismert irasokat sorolunk fel.

Felhasznalt szakirodalom:

[1] Lukacs Ernéné — Rabai Imre (1974): Feladatok és megoldasok, Gondolat Kiado,
Budapest.[21-22., 35-36., 55-58. oldalak]

[2] Rabai Imre (1985): Késziiljiink egyiitt matematikabol! Gondolat Kiad6, Buda-
pest.[31-33., 43-45. oldalak]

[3] Dr. Kantor Sandor szakdidaktikai irasai a feladatok és megoldasok konvencidirol
(pl.: http://matekold.fazekas.hu/portal/tanitasianyagok/Kantor_Sandor/index.html

[4] Dr. Kantor Sandor (2010): Az érettségi példasorok hibajegyzéke

[5] Frigyesi Miklos (2015): Az ellendérzésrél (szakanyag)

[6] Katz Sandor (2002): Egyenletek ekvivalenciaja, Tanari Kincsestar, szeptember,
Raabe Kiado, Budapest.

Felhasznaltuk az Oktatasi Hivatal honlapjan szerepld hivatalos feladatsorokat és javitasi
utmutatokat.

1. Az ellenérzés fogalma

Az ellendrzés fogalmat tobbféleképpen hasznaljuk a gyakorlatban. Ezek a ,,definiciok”
persze nem egymast kizarok, hasonlitanak is egymasra, de az atfedések mellett Kisebb-
nagyobb eltérések is vannak kozottiik.

A matematika feladatok egy részét egyenletek, egyenlStlenségek, egyenletrendszerek
lancolatanak felirasaval oldjuk meg. A megoldas zaro 1épéseként meg kell gyézddniink arrdl,
hogy a feladat kérdésére adott valaszunk megfeleld ([5] alapjan ezt elvileg mindig meg kell
tenni.)

A megoldas befejezésével, az ellendrzés elvi kérdésével kapcsolatban a szakirodalom
egyseges.

Az A, B egyenletek esetén az A =0 = B =0 kovetkezmény-atalakitds soran hamis
gyokok keletkezhetnek, igy az eredményiil kapott szamokat ellendrizni kell. Ekkora B =0
megoldasait visszahelyettesitjiik az eredeti A = 0 egyenletbe, s meggy6zodiink arrdl, hogy
teljesiil-e az egyenlet.

Az A=0 < B=0 ekvivalens atalakitds soran nem veszitiink gyokot, és nem kapunk
hamis gyokot sem. Ekkor a kapott megoldasok (és csak azok, azonos multiplicitassal) az ere-
deti egyenletnek is gyokei. A megoldast kétféleképpen fejezhetjiik be. Alkalmazhatjuk most is
a visszahelyettesitést, vagy megdllapithatjuk az ekvivalens dtalakitasok tényét.

3



OKTAT A SKUTAT [j Oktataskutaté és Fejleszt Intézet
‘ o TAMOP-3.1.1-11/1-2012-0001
ES FEJLESZTO ! XXI. szazadi kozoktatas

= = |NTEZET

(fejlesztés, koordinacio) 1. szakasz

1.1. Az ellenérzés szitkebb értelmezése — ,,ellendrzés = visszahelyettesités”
Ebben az értelmezésben az ellendrzés a visszahelyettesités végrehajtasat jelenti.
1.2. Az ellenérzés tagabb értelmezése

Ebben az értelmezésben a visszahelyettesitést, illetve az ekvivalenciara vald hivatkozast
egyiittesen nevezik ellendrzésnek. Ekkor tehat az ellen6rzés nem mas, mint ,,meggy6z6dés ar-
rol, hogy a feladat kérdésére az adott valasz megfelel” ([5]).

Megjegyzés:

A tanarok korében nem egységes a szohasznalat, mindkét értelmezésnek vannak hivei.
A javitdsi utmutatokban is mindkét értelmezéssel talalkozunk.

A vizsgéazoi gyakorlat altalaban letisztult, egységes:

— kovetkezmény-atalakitasok soran visszahelyettesitiink (nem is tehetiink mast);

— ekvivalens atalakitasok alkalmazasakor pedig vagy megallapitjuk ennek a tényét, vagy
szintén alkalmazhatjuk a visszahelyettesitést.

A vizsgaztatdi gyakorlat ezzel 6sszhangban van. Példaul a javitasi utmutatokban a kiko-
tés (alaphalmaz meghatarozasa) és az ekvivalenciara vald hivatkozas 1-1 pontjat visszahelyet-
tesités esetén is megkapja a vizsgazo.

Egy példa:

P.1.2. KSz 2005. majus 28. 13. Oldja meg az alabbi egyenleteket a valos szamok hal-
mazan!

a) XT_1+% =4;(5pont) b)lg(x—1)+Ig4 =2. (7 pont)

a) (megoldasrészlet)

Ez waldban megoldisa (behelyettesités wvagy |1 pont
ekvivalencia) az eredeti egyenletnek.
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b
Ez'tehnezéﬂi tartomany: x = 1. 1 pont*
Logantmus-azonossag alkalmazasaval: A hivatkozasok nélkiil is jar
lgd{x-1)=2. 2pont |a2-2 pont
A logantmus definicioja alapjan: 4(x—1)=100_ 2 pont
x=26. 1 pont
Ellenérzés. . 1 pont*
Osszesen: | 7 pont

* Ha a gydkit behelyettesitéssel ellendizi, vagy a helyvesen megdllapitott értelmezési
tartomdnmyal dsszeveti, és helvesen hivathozik az dtalakitdsek ekvivalencidjdra, alkor
mindkét pontot megkapja.

Ha rosszul dllapitia meg az értelmezési tartomanyt, de behelvertesitéssel ellendriz, 2 pontot
fap.

Ha jol allapitia meg az értelmezési tartomanyt, de a kapott gvékdt nem veti dssze vele,
akkor ebbél a 2 pontbsl 1 pontot kap.

Ha vizsgdlja az értelmezési tartomanyt, és ennek alapjan az x = 26-ot elfogadija, de nem
hivatkozik ekvivalens dtalakitdsolra, aldoor szintén 1 pont jdr.

Az utmutato6 részletezi az ellenérzés javitasaval kapcsolatos elveket. Az Gjabb utmutatokban kissé mas a
megfogalmazas, de az elv valtozatlan.

1.3. Szamolasi proba, hibakeresés

Mar az altalanos iskolaban is igen fontos az ellendrzésre szoktatas, de itt még nem be-
szélhetiink ekvivalens atalakitasokrol. Az ellendrzés melletti f6 érviink praktikus: ha a felada-
tot meg tudjuk oldani, akkor kar lenne szamolasi hiba miatt pontokat vesziteni. Vagyis célsze-
ri utanaszamolni, jok-e a kapott eredmények; €és ha esetleg nem, akkor még mindig megéri
atnézni a megoldast, Gjra nekiallni a feladatnak, megkeresni a szamolasi hibat.

Kiilonb6z6 modszerekkel hibakat is kereshetiink: egy példaeredményt visszahelyettesi-
tiink, nagysagrendi becslést végezhetiink, vagy példaul a gyokdk lehetséges eldjele alapjan is
kisziirhetjiik a hamis értékeket.

A szamolasi proban most tehat egy szubjektiv eljarast értiink. Példaul egy egyenldtlen-
ség megoldasara kapott intervallumbol probaképpen ellendrziink egy megoldast, és esetleg a
megoldashalmaz komplementerébdl is visszahelyettesitiink (ha lehet) egy nem-megoldast.
Vagy egy masik példa: tudatosan ekvivalens atalakitasokat végeztiink, elvileg kész a feladat-
megoldas; ilyenkor egy (proba)gyok visszahelyettesitésével az esetleges szamolasi hibat sze-
retnénk kikiisz6bolni.

1.4. Szoveges feladat — a modell ellenérzése

Kozépiskolaban az altalanos iskolabol hozott tudasként mar szdmithatunk a szoveges
feladatok megoldasi 1épéseivel kapcsolatos ismeretekre (valtozok azonositasa, matematikai at-
fogalmazas, egyenlet megoldésa, ellendrzés a szovegbe helyettesitéssel, szoveges valasz). Itt a
szoveg ,.kodolasaként” kapjuk a megoldandd egyenletet'. Ez a 1épés altaldban nem ekviva-
lens, ezért az ellendrzés az eredeti szoveg alapjan torténd visszahelyettesitést jelenti.

! Természetesen egyenletrendszert vagy egyenlbtlenséget is felirhatunk, a tovabbiakban az egyszertiség
kedvéért irunk csak egyenleteket.
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[3] és [5] alapjan az egyenletbe is visszahelyettesithetiink, ha a szovegb6l valé matematikai atirds nem
kovetkezmény-, hanem ekvivalens atfogalmazasnak mindsiil. Ez a modszertani finomsag ritkan valosul meg a
gyakorlatban, talan azért, mert a modell < egyenlet ekvivalencidjanak igazolasa gyakran igen nehéz. Ha az ek-
vivalens atfogalmazas ténye nyilvanvald, akkor az egyenletbe helyettesités eléggé természetes 1épés.)

A szdveg alapjan tehat felallitunk egy modellt; az itt felirt egyenlettel kezeljiik a prob-
1émat; majd a kapott eredményt ellendrizziik. De hogyan?

Az ellendrzés szempontjabdl azért bonyolult a helyzet, mert kettds ellendrzésrol van
sz6. Egyrészt a felirt ,.tiszta” egyenlet megoldasat is ellendrizni kellene, visszahelyettesitéssel
vagy ekvivalencia-hivatkozassal; masrészt ellenérizni kellene, hogy a kapott eredmény értel-
mes-e a modellben. Ez utobbit altalaban a szovegbe vald visszahelyettesitéssel tehetjiilk meg.

A modell ellendrzésére sincs mindig jol algoritmizalhat6 eljaras, igy a szoveges felada-
tok ellenérzése bonyolult kérdés, amit késébb kiilon elemziink.

Egy egyszert példa:

P.1.4. Az ABC hiromszog oldalai mértani sorozatot alkotnak, nagysdgviszonyuk
€ < b < a. Mennyi lehet a sorozat hanyadosa, ha 19b — 15¢ = 6a?

»Megoldas”: Legyen a hanyados q > 1, ekkor 19qc — 15¢ = 6¢°c. Innen q;, :g vagy

Itt az okozza a problémat, hogy a ,.tiszta” masodfoku egyenleten til a modell ekvivalen-
cigjat is ellendrizni kell. Ekkor kideriil, hogy Q2 hamis, mert nem teljesiil a hdromszog-
egyenldtlenség.

1.5. Az utolsé ellenérzés-fejezetben megadunk még néhany tovabbi ellendrzés-
értelmezést.

2. A fogalommal kapcsolatos észrevételek

2.1. A ,tiszta” algebrai egyenletek esetén az irasbeli érettségi vizsgan ellendrzés néven
dltalaban az elsd két értelmezés jelenik meg. Ekkor parhuzamosan kétfajta, egyenértéki elja-
ras szerepel: a kdvetkezmény-egyenletek miatti visszahelyettesités mellett a masik eljaras az
értelmezési tartomany vizsgalata és az ekvivalenciara hivatkozas. (P.1.2-ben ilyen az a) és a
b) feladat megoldasa.)

2.2. A szamolasi proba vagy a hibakeresés alkalmazasat a gyakorlatban altalaban nem
koveteljitk meg és nem is értékeljitk. Bizonyos miiveleteknél javasolhatok (példaul egy sza-
mologéppel kapott eredmény becslése), de a tovabbiakban csak melléktémaként értelmezziik,
a tevékenységet Nem tekintjiik ellendrzésnek. Néhany indok:

— a kotelezd jelleg szokatlan lenne (mas tantargyakbol sincs olyan eldirés, példaul torté-
nelem irasbelinél, hogy ,kotelez6 elolvasni még egyszer, amit irtal”), a végrehajtasa pedig
nehezen ellendrizhetd;

— szakmailag nem mindig kelléen indokolt (példaul néhany gyok probaszerli visszahe-
lyettesitése még nem bizonyitja a tobbi gydk helyességét);

— és végiil a szamolasi probat is el lehet szamolni — ekkor pedig tisztazatlan helyzet ala-
kul ki, esetleg a helyes eredmény kérddjelezédik meg. (Még az is lehet, hogy a szamolasi
proba nagyobb munka, mint maga a megoldas.)
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2.3. A modell vizsgdlata, ellendrzése gondolatilag és technikailag is nehéz lehet. (1de
tartozhatnak az utolagos ,,realitas-vizsgalatok™ is: egy gyakorlati feladat életszertisége, vagy a
kapott eredmény alkalmazhatosaga.) A kétszintii érettségi sorokban példaul akkor is megjele-
nik ez a gondolat, amikor lesziikitett alaphalmazon oldjuk meg az egyenletet, szoveges felada-
tokban vagy ,.tiszta” egyenletek esetén is. EKkor a vizsgazonak kotelez6 az eredményét 6sz-
szevetnie az eredeti feltételekkel. Talan ide sorolhato a kdvetkezd példa:

P.2.3. ESz 2006. majus

2. Legyen adott az f: [-2,5; 2,5] — R, f(x) = x3 — 3x fiiggvény.

a) Hatarozza meg az f fliggvény zérushelyeit!

b) Vizsgalja meg az f fliggvényt monotonitas szempontjabol!

c) Adja meg az f fliggvény legnagyobb és legkisebb értékét! (4 + 6 + 4 = 14 pont)

2.a)
Mivel x —3x = [x++3 Jx lx—+3 ]
ezért fzérushelyei lehetnek: 3 pont | Zérushelvenként 1 pont.

n=—+3: =0 x5=43.

Az egyenlet mindhirom gydke eleme az [
értelmezést tartomanyanak, ezért mindegyik 1 pont
zérushely.

Osszesen: | 4 pont

Itt az utolsé pont (részben) a modell ellendrzéséért jar. (Ez a legegyszeriibb tipusok egyike, tulajdonkép-
pen direkt modon adott a modell érvényességi kore.)

2. Megjegyzések, kovetkeztetések

Az els6é és masodik értelmezés a didkok szamara is konnyen érthetd, elsajatithatd. A
szamolasi proba és hibakeresés elemzése is viszonylag konnyen elfogadtathatd, de a modell
ekvivalenciajanak ellendrzése gyakran nehéz gondolat.

A szamolasi probat az érettségi vizsgan soha nem jutalmazzék ponttal. Esetleges végre-
hajtasa a vizsgdzok maganiigye, onérdek. Erdemes hangstlyozni, hogy az érettségi vizsgan az
ellenorzés nem hibakeresést jelent. Nem tilos hibakat keresni, de az ellendrzésért kaphato
részpontok nem a hibakeresésért jarnak.

Az ellendrzésben valo szamolasi hibazas is eléfordulhat, igy a tanitasi oran ezt a lehetd-
séget is érdemes megemliteni.

A tovabbiakban egyelore a ,,tiszta” algebrai egyenletek, egyenletrendszerek ellenorze-
serol lesz szo, és ellendrzés alatt az elsé vagy masodik értelmezést értjiik.

3. Az ellenérzés megjelenése az érettségi feladatokban

3.1. Statisztika

A javitasi utmutatokban feladatsoronként altalaban 1-3 feladat vagy alfeladat tartalmaz
ellendrzést. Ritkan fordul elé az ellendrzés teljes hianya (pl. KSz 2014. oktober vagy ESz

2010. majus), €s ritkan alkalmazzuk haromnal tobbszor (pl. KSz 2005. majus 29: 13. a), b);
15. ¢); 17. d) alfeladatok vagy ESz 2014. oktober: 1. a), b); 3. a); 5. b) alfeladatok).
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Az ellenbrzés értéke 1-2 pont, kikotéssel egyiitt 1-3 pont, ami a feladat
osszpontszamdnak dltalaban az 5-15%-a. Az alacsony pontszam egyrészt helyeselhetd (a tel-
jes megoldasnak ne legyen tal nagy szazaléka egy kontroll-1épés), masrészt azonban problé-
mat jelenthet olyan feladatoknal, ahol az ellendrzés csak munkaigényesen végezheto el.

3.2. Kikotés és/vagy ellenorzés? (egy orok tanuloi kérdés)

A tanitési gyakorlatban kialakult megallapodas szerint a megoldasi sorok egymas utani
irasa kovetkezményegyenleteket jelol. Az alkalmankénti ekvivalens atalakitasokat tehat jelo-
1éssel vagy szavakkal (,,akkor és csak akkor”) kiilon hangstulyozni kell. Példaul azonos egyen-
16tlenségek igazolasakor altalaban kitessziik 1épésenként a *<’ ekvivalencia jelét, de az at-
alakitasok ekvivalenciajanak alkalmazasara — értelemszerien — a megoldas végén hivatko-
zunk.

A kérdést illetéen a kezdeti bizonytalansagok utan egységes a javitdsi koncepcio. A Ki-
kotés és ellendrzés 1-1 pontja akkor is megkaphatd, ha a dolgozatban nem szerepel konkrétan
a kikotés, illetve a visszahelyettesités: az elsd pontot kivalthatja a visszahelyettesités, a maso-
dikat pedig a kikotés és az ekvivalenciara vald hivatkozas.

P.1.2. javitasakor ez aprolékosan megjelenik, és a pontozasi Gtmutatokra azota is jel-
lemz0 e javitasi elv megjelenése, részletezése.

Az elv — amely valasztasi lehetOséget enged példaul a kikotés végrehajtasara — a szak-
maisag mellett gyakorlati szempontbdl is feltétleniil helyeselheté. VVannak olyan feladatok,
amelyekben a kik6tés bonyolultabb, mint a teljes egyenletmegoldéas és a visszahelyettesités.
Es persze vannak olyan feladatok is, ahol az alaphalmaz meghatarozasa jelentdsen megkdny-
nyiti a megoldast. (Vagy az is lehetséges, hogy egyaltalan nem lehet visszahelyettesiteni, pél-
déul mert az eredmény egy intervallum.)

3.3. Az ellendrzés lélektana (elvarasok)

Nem nevezhetjiik ,,igazi” ellendrzésnek az Gjra-megoldast, azaz amikor a kordbbi meg-
oldasi 1épéseket — vagy esetleg a veliik egyenértékli miiveleteket — ismételten végrehajtjuk.
Ekkor ugyanis a megoldas rossz menetét vagy a hibazast Gjra elkovethetjiik. Az ellendrzéstol
tehat elvarjuk, hogy mas miiveleti 1épéseket (esetleg ujdonsagot vagy tébbletet) tartalmazzon,
mint az eredeti megoldas.

Persze ebben az esetben sem mindig egyértelmii a helyzet, legyen a példa egy tipikus al-
taldnos iskolas felvételi feladat:

P.3.3. Megoldando a 2Xx—3-— 5;)( =8- ng_l egyenlet.

Az elséfoku egyenlet gyoke X = 5. A megoldaskor a 1ényegi nehézséget a 9-cel vald
szorzas utan kapott 18x —3(5—x) = 99— (2x —1) egyenletben a zarojel felbontasa (illetve a za-
rojel esetleges korabbi hibas elhagyasa) okozza. Az ellendrzés soran viszont konstansokkal
dolgozunk, igy az egyszeriibb szdmolas miatt a zarojel-felbontds problémaja elkeriilhets. Az
ellenérzés folyamata ekkor tartalmilag mas lesz, mint az eredeti megoldas 1épései:

2~5—3—5—;5=8—2'5_1 teljesiil, mert a bal oldal 10 —3 =7, és a jobb oldal 8 —1 =7
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szintén. (Ne felejtsiik el: visszahelyettesitéskor elvileg még az egyenlet atrendezése is tilos,
hiszen elhibazhatjuk.)

Ez esetben az ellendrzés tehat nem jelenti a feladat Gjra-megoldésat.

Most tegyiik fel, hogy egy tanulé megoldasa soran a masodik zarojelet — hibasan — el-
hagyja. A helytelen eredményt visszahelyettesiti az eredeti egyenletbe, majd ezutan ugyan-
azokat a lépéseket végzi el, ezattal a konkrét szamokkal, mint eredetileg (3 hozzaadasa mind-
két oldalhoz, szorzas 9-cel stb.). EKkor a hibas gyokkel is sikeres lesz az ellenérzése, mert a
korabbi szamolasi hibat ismételten elkoveti.

Ekkor viszont a visszahelyettesités az egyenlet Gjra-megoldasat jelenti, nem tekinthetd
,»igazi” ellenérzésnek.

Hasonl6 a helyzet az alabbi érettségi feladat ellendrzésekor:

P.3.4. ESz 2006. oktéber, 1. b) Oldja meg az alabbi egyenletet a valés szamok halma-
zéan!

b) X = 32x +1

Megoldasvazlat:

1 1 lg 2
2"=3-9" & 45" == < x=log,s =, és log,s==—= = —0,7304.
3 53 53 1g45

[CO NN

A kapott irracionalis gyok ellendrzése 1ényegében csak az egyenlet Gjra-megoldésaval
képzelhet6 el. Ennél a feladatndl tehat az ekvivalenciara hivatkozas jelentheti az ellenérzést.

3.4. Megjegyzések, kovetkeztetések

Az ellendrzés fogalmat (alaphalmaz meghatarozasa, visszahelyettesités) elsdsorban az
egyenletek, egyenl6tlenségek, egyenletrendszerek megoldasdhoz kotjiik. Az egyes tipusokkal
kapcsolatban egységes tanitasi gyakorlat alakult ki:

1. A ,tiszta” egyenletek, egyenletrendszerek esetén elfogadott modszer a kikotés és az
ekvivalenciara hivatkozas vagy a visszahelyettesités alternativitasa.

2. Egyenlétlenségek esetén az eredmény altalaban egy intervallum, tehat végtelen sok
gyok. Ezeket nem lehet ellendrizni, igy a megoldas soran sziikségképpen ekvivalens 1épéseket
kell tenni, mert a kovetkezmény-atalakitasok elvi hibasak. Tehat minden 1épésben vizsgalni
kell az alaphalmaz valtozasat (ha felvetddik a kikotés, akkor elengedhetetlen), az atalakitasok
ekvivalens voltat stb. Az eredmény eldallitdsa utan, befejezd 1épésként az ekvivalenciara valod
hivatkozas szerepeltetése — amit tehat kotelezo jelleggel végeztiink — jelenleg nem egységes.

A hivatkozas szerepeltetése mellett két érv szolhat. Az egyik szerint elvarhato, hogy a vizsgazo jelezze a
munkdja tudatossagat (tehat hogy csak ekvivalens lépéseket tehetett). A masik érv az egyik leger6sebb hagyo-
manyu konvenciora hivatkozik, mely szerint a megoldasi lépések egymas utan irasa kovetkezmény-
atalakitasokat jelol. Az ett6l valo eltérést dokumentalni kell, szavakkal vagy jelolésekkel.

Az ellenvélemény szerint egy egyenl6tlenség megoldasa utan nem kell semmit sem ellendrizni — azaz az
ekvivalenciara hivatkozni —, mert a helyes megoldasnak elengedhetetlen feltétele az ekvivalens atalakitasok al-
kalmazasa. Tehat ennek jra-emlitése hasonld lenne a hibakereséshez (1.3.).

A masodik véleményt — szakmai finomsaga mellett — a gyakorlat erdsiti. Az érettségi vizsgak javitasakor
altalaban nem jar kiilon pont arra, ha az egyenlétlenség eredményes megoldésa utan a vizsgazo megemliti az ek-
vivalens lépések alkalmazasat.
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3. Ha egy egyenlet megoldasa intervallum (példaul valamely halmazon azonossag), ak-
kor sem tudunk visszahelyettesiteni, igy az ekvivalencia-hivatkozasra van sziikség. (S6t, ha
megoldas kozben akar csak egyetlen kovetkezmény-atalakitast is végeztiink, akkor a végtelen
megoldashalmaz ismeretében az egyenletmegoldast ujra el kell kezdeni.)

4. Azonossagok, azonos egyenldtlenségek igazolédsa is csak ekvivalens atalakitasokkal
lehetséges. (Az azonos egyenl6tlenségeknél fokozottan kell figyelni az ekvivalenciara, hiszen
miiveletvégzés kdzben a relacios jel iranya is valtozhat.)

4. Az ellenorzés technikai végrehajtasa
A korabbi évek javitasi utmutatoi ebbdl a szempontbdl sajnos nem egységesek.
4.1. Néhany példa:

1) ,Ellen6rzés. 1 pont”

2) Ellen6rzés, vagy annak rogzitése, hogy ezek megoldasok, mert ekvivalens atalakita-
sokat végeztiink. 1 pont”

3) ,, Az értékek kielégitik az eredeti egyenletet. 1 pont”

4) ,Mindkét megoldas megfelel. 1 pont”

5) ,,A gyokok a valos szamok halmazan megfelelnek. 1 pont”

6) ,,Ellendrzés behelyettesitéssel. 1 pont”

7) ,Ellenérzés: X = 2 megoldas. 1 pont. X =-2 nem megoldas. 1 pont”

8) ,,A kapott pozitiv értékek kielégitik az egyenletrendszert (ellenérzés). 1 pont”

9) KSz 2008. oktéber, 13: ,,A megoldasok ellendrzése. 2 pont”

10) KSz 2006. oktober, 13. ¢): ,,Az X = —% esetén mindkét oldal értéke % , ezért ez megQ-

felel6 valos gyok. 1 pont”

11) KSz 2007. majus, 18. a): ,,Az ellendrzést kiilon nem értékeljiik.”

12) KSz 2010. majus, 13: ,,Megfogalmazott valasz, vagy ellenérzott szampar esetén jar ez
a pont.”

13) ESz id 2008. majus, 3: ,,Hamis gyokok kisziirése. 2 pont”

14) P.4.1. ESz 2012. oktober, 2. Két valos szam Osszege 29. Ha az egyikbdl elvesziink
15-6t, a masikhoz pedig hozzaadunk 15-6t, az igy kapott két szdm szorzata éppen Gtszordse
lesz az eredeti két szam szorzatanak. Melyik lehet ez a két szam?

megoldasrészlet)
Ellendrzés a szoveg alapjan: Ha a vizsodzo a szamolds
Ha a két szam a —6 és a 35, akkor (az dsszegik 29.) F =
leirasa nélkiil anmyit ir,
a szorzatuk —210. 1 pont -

hogy a széveg alapjdn
ellendrizte a megolddso-
kat, és azok megfeleldek,
akkor ezért 1 pontot

1 pont | kaphat.

A megviltoztatott szamok a —21 és az 50, ezek
szorzata —1050, anu valdban 5-szordse a —210-nek.
Haakétszama 27.5 és az 1.5, akkor (az 6sszegiik
29)) a szorzatuk 41 25,

A megvaltoztatott szamok a 12 5 ésa 16,5, ezek
szorzata 206.25. anu valéban 5-szordse a 41.25-nek.

1) — 5) nagyjabdl egyenértékiiek, 6) kicsit tobbet jelent, 8) a valaszban ad egy sziikitést
(feleslegesen), 10) mar megkdveteli a szamolas nyomat, 12) pedig a valaszt és az ellenérzést
egybemossa. (A valasszal kapcsolatos problémakkal késébb még foglalkozunk.)

10
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Lathatjuk tehat, hogy a korabbi évek utmutatoi nem egységesek, és igy az sem teljesen
egyértelmii, mit varunk el a didktol. Az utébbi években viszont kovetkezetesség figyelhetd
meg e teriileten: az utmutatok dltaldban leirjak, hogy mit varnak el ellenérzésképpen, mire
adhato pont stb. (Tipuspélda erre P.4.1. részletez6 megjegyzése.)

4.2. Melyik forma fogadhato el az alabbiak koziil, ha egy dolgozatban szerepelnek?

. ,Ellenériztem.”

Il. . Ellendriztem, és kijott.” Vagy masképpen: ,.Ell: ¥ ” (a "pipa’ jele).

1. ,,A kapott gyokok kielégitik az eredeti egyenletet.”

IV. ,,Ha x =1, akkor az eredeti egyenlet mindkét oldala 2, igy ez valoban gyok.”

A 11. és 111, 1ényegében megegyeznek (s veliik egyenértékii 1) — 5)), de nem kiiszobolik
ki az esetleges ,,bl6ffolést”. 1V-re is van példa (ekkor tehat szamolasi nyoma kell, legyen az
ellendrzésnek), ilyen a 10) vagy a 14) szoveges feladat megjegyzése.

Egy lehetséges megoldas a kitiizési elv alkalmazasa, azaz amikor a 1. vagy 1. utalaso-
kat fogadjuk el, és olyan feladatot tiiziink ki, amely hamis gyokot eredményez. (Ekkor ugyan-
IS a bloffolé vizsgazo lebukik.) Itt problémat jelenthet, hogy ha egy vizsgazo a Il. vagy IlI.
utalas leirdsa utan konkrét szdmitasokat is végez (ezek tehat tobbletmunkat jelentenek, mint
amit az atmutatd megkivant), és ezek soran hibat kovet el, akkor nehéz jol pontozni a megol-
dast. Az 1 pont jarhat példaul I11. miatt, de ha utana elvi hibas a tényleges ellendrzés, akkor
visszavonjuk a pontot?

Hasonl6 helyzetben altalaban 0 pontot ad a javitd tanar, mert ez a pont az ellenérzés helyes végrehajtasa-
ért jar.

4.2. Megjegyzések, kovetkeztetések

1. Szakmai szempontb6l nem fogadhato el a bloffolés (még akkor sem, ha sokszor nem
donthetd el biztosan, hogy mi a bloff és mi nem), az Gtmutatonak tehat térekednie kell a kikii-
szobolésére.

2. Az utobbi években az Gtmutatok egységességre torekednek, altalaban megkovetelik,
hogy az ellen6rzés soran latszodjon valamilyen munkdnak a nyoma. (Tehat nem elég csak az
iires utalas felirasa — lasd P.4.1.) Ez persze akkor igazan meggy6z0 — és a didkok szdmara is
leginkabb akkor érthet6 —, ha az Gtmutatoban is ténylegesen, nemcsak jelzéssel, hanem kiirva

szerepelnek az ellendrzési 1épések. Ez a részletezés egyébkeént moralisan is elvarhato.

Az egységesedo javitasi gyakorlatban az I-II1. modokat altalaban nem fogadjuk el, mig a 1V-et igen, hi-
szen itt bizonyithaté médon szamolnia kellett a vizsgazonak.

Megemlitiink itt is egy kivételt. Ha az ellen0rzés nagyon bonyolult, akkor nem biztos,
hogy az adott pontszamért jogos a teljes végigszamolas megkovetelése. (3.1-ben lattuk, hogy
az ellendrzéssel legfeljebb néhany pont szerezhet6 a feladat 6sszpontszamabol.) Ekkor alkal-
mazhat6 az ,,Ellendrzés a szovegbe helyettesitéssel.” formula, s igy a javitd tanarra van bizva,
milyen mélységii ellendrzést var el a vizsgazotol.

Persze probléma ekkor is jelentkezik. A feliiletes munkét végzé didkkal szemben hatranyba keriil az, aki a
tanult médon, részletesen, nagy idoveszteséggel végigszamolja az ellendrzést — ugyanazért a pontszamért. Itt is
szerepe lehet a kitiizési elvnek — ilyen feladat kitiizése keriilendd.

3. Tul bonyolult ellendrzés nem vdarhato el minimadlis pontszameért.
11
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4.3. Néhany szo a kitiizési elvrol

A kitlizési elvvel a késébbiekben is talalkozunk még, valdjaban mindegyik résztémank-
ban — ellendrzés, eredmény, valasz — megvan a maga gyakorlati szerepe. A szakmai ontudat a
nehézségeket inkdbb lekiizdené, mint elkeriilné — és igy legszivesebben minimalizalna a kitl-
z¢ési elv szerepét. (Példaul: milyen dolog az, hogy egyes feladattipusokat csak azért ne tiiz-
zlink ki az érettségi vizsgan, mert nehezen pontozhatok?!)

Pedig a kitlizési elv praktikus; €s igen, ha példaul egy feladat ellendrzése csak tjra-
megoldasként képzelhetd el, vagy a til bonyolult ellenérzésért ardnytalanul magas részpont-
szamot kellene adni — nos, akkor ezt a feladatot valoban ne tlizziik ki az érettségi vizsgan.
(Valamely gyakorl6 tanitasi 6ran, megfelelé idében természetesen helye lehet a feladatnak.)

4.4, Ellenorizni csak pontos értékkel lehet
A kovetkezd tartalmi idézet egy jelenleg is hasznalt tankdnyvbdl szarmazik.

P.4.4.1. ,,0ldjuk meg a valos szamok halmazan a 4-7* — 21 = 0 egyenletet!

Megoldds: x = log75,25 = 12222 ~ 8527

Ellendrzés: 4-7°%% — 1 = 0,0002 # 0.

Vilagos, hogy a 0,8522 racionalis szdm nem megoldasa az eredeti egyenletnek, de nem
is ezt allitottuk. Azt mondtuk, hogy a megoldas 4 tizedesjegyre kerekitve 0,8522. Ezt pedig a
behelyettesitéssel kapott eredmény megerdsitette.”

A megoldast Kis bizonytalansag lengi koriil. Az eredményt kozelité értékként kaptuk
meg, és az ellendrzés soran a behelyettesités is csak ,,kb.” erdsitette meg a gyok helyességét.
Az eljaras tovabbi problémakat is felvet (példaul mikor tekintliink két szamot egyenldnek,
vagy mit tekintlink ebben a szituacidban matematikai értelemben pontossdgnak).

Az ellenrzést elvégezhetjiik a pontos értékkel: 4.7'°97°% =4.525=21.
Hasonl6 esetekben inkabb az tanacsolhato, hogy az ekvivalens atalakitasokra hivatkozzunk.

P.4.4.2. ESz 2006. majus 9, 1. A PQRS négyszog csucsai: P(3; —1), Q(1; 3), R(-6; 2) és
S(-5; -5).

Dontse el, hogy az alabbi harom allitas koziil melyik igaz és melyik hamis! Tegyen * je-
let a tablazat megfeleld mezdibe! Valaszait indokolja, tdmassza ald szamitasokkal!

a) A allitas: A PQRS négyszognek nincs derékszoge. igaz hamis
b) B allitas: A PQRS négyszog htirnégyszog. A
c) C allitas: A PQRS négyszognek nincs szimmetriacent- | B

C

ruma.

A P.4.4.2. feladatban az a) allitds hamis, PZ = RZ = 90°. A feladat javitasa soran az
okozott nehézséget, hogy a vizsgdzok egy része kozelitd értékekkel hatarozta meg a szogeket,
és ,,kb. 90°” eredményt kapott. (Ez lehetett 89,9999° vagy 90,0001° is; vagy akar a szdmolo-
gép altal kiirt 90°-ot is ide sorolhatjuk. Ugyanis a gép kerekitett értéket ir ki; semmi garancia
nincs arra nézve még ekkor sem, hogy a szog pontosan derékszog.)
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Nyilvan a kozelit6 értékekkel kiszamolt ,.kb. 90°” eredmény alapjan nem kévetkeztethe-
tiink arra, hogy a szoban forg6 szog derékszog. Hasonld a helyzet az ellendrzéssel is.

A kozelit6 értékekkel torténd ellendrzés ,kb. egyenld” eredménye nem fogadhato el tel-
jes értékii megolddasnak. Ugyanis A =~ B alapjan altalaban nem donthet6 el, hogy mi a hely-
zet: valodi egyenldség all fenn, a szamolasi hibahataron beliil, vagy A # B? Egyaltalan milyen
pontossaggal kell megegyeznie a két oldalnak?

P.4.4.3. Oldja meg az x*> — 2x —1 = 0 egyenletet a valés szamok halmazan!

Eredmény: X, =1+~/2 %2,41 és X, =1-~/2 =~—0,41.

Ellen6rzés: (1+ \/5)2 -2 (1+ \/E)—l =3+2J2-2-2J2-1=0 valoban, hasonloan a
masik gyokre is. (Kozelitd értékekkel ~ 0,02 adodik.)

Itt is megjelenik a fentebb emlitett utalas, majd elvi hibas ellenérzés problémaja: hany
pontot adjunk annak, aki az el6z6 pontbeli III. utalast tette (,,Ellendriztem, és kijott.”), majd
kozelito értékekkel probalt ellendrizni?

Az utdbbi évek egységesedd gyakorlataban ez a pont az ellendrzés helyes végrehajtasaért jar; szigortan
véve tehat a kozelitd értékekkel torténd ellendrzésért nem jar pont.

P.4.4.4. ESz 2006. oktdber, 1. Oldja meg az alabbi egyenleteket a valds szamok halma-

zéan!
a)lgx+7)+1g(3x+1)=2 b) 2% = 3%+1 (5 + 6 =11 pont)
b) (megoldasrészlet)
) lgl Az exponencidlis egyenlet
(1) 3 1 pont | gvékeként fogadiuk el a
Innen x=log, | —| (=—=<~—0,7304). pont | £ £adj
en x=logys| 3§ (=1235 ) helyes kozelitd értéket.
A kapott gyok kielégiti az eredet: egyenletet, mert 1 pont Az ellendrzést fogadiuk el
elvivalens atalakitasokat végeztiink. PO | bszelits ertélieel is.

Nem lenne szabad elfogadni a megjegyzésben irt, kozelito értékekkel torténd kerekitést.
(Szinte reménytelen a pontos érték visszahelyettesitése, ezért ekvivalens 1épések alkalmazasa
tanacsolhato, és az Gitmutato is elsdsorban erre hivatkozik.)

4.4. Megjegyzések, kovetkeztetések

1. A kozelitd értékekkel végzett ellendrzés persze ,,jobb, mint a semmi”, kisziirhetiink
igy bizonyos hamis gyokoket (példaul eldjel-eltérés alapjan); mégis inkabb csak a hibakere-
sés-kategoriaba sorolhat6 az eljaras.

2. A pontos értékkel valo ellenérzés rendkiviil munkaigényes lehet, raadasul gyakran az
egyenlet ,,ujra-megoldasat” jelenti. (A P.4.4.3. példat is bonyolultabb ellendrizni, mint meg-
oldani.) Itt is szerepe lehet a kitiizési elvnek: lehetéség szerint keriilendd az olyan feladat ki-
tlizése, amely ezt a problémat felveti. A megoldasi utmutatokban 2005 6ta nem is talaltunk
példat hasonlo ellendrzésre.

Ilyen esetekben érdemes tehat elkeriilni a visszahelyettesitést: alkalmazzunk ekvivalens
atalakitasokat, és hivatkozzunk rajuk.
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3. A helyzetet bonyolitja a kiilonbozd (esetenként csucskategorias) szamologépek piaci
megjelenése. Sajnos jelenleg a szamologép-haszndlat nem kelléen szabdlyozott, példaul az
ellendrzéssel kapcsolatban sem rogzitett, milyen (szamologépes) eljarast fogadunk el, és hogy
a vizsgazonak ebbdl mit kell dokumentalnia.

5. Amikor hianyzik (elmarad) az ellenérzés
El6szor nézziik a vizsgdzoi oldalt.

A vizsgazok korében az ellenérzés elmaradasanak (a pszichikai tényezokon tal, mint
példaul a feledékenység) tobb oka is lehet.

5.1. Tul egyszerii a feladat, a vizsgazé feleslegesnek érzi mind az ellenérzést, mind az
ekvivalenciara valo hivatkozast. (Az ellendrzés esetleg fejben is elvégezhetd.) Altalaban ilye-
nek a kozépszintl érettségi vizsga 1. részében szerepld egyenletek.

Ide sorolhatjuk azt a gyakori tipust is, amikor az egyszerli ellendrzést kivaltja vagy he-
lyettesiti a valasz. Egy tipikus példa az altalanos iskolas folklorbol:

P.5.1. Egy panzidéban harom- ¢és négyagyas szobak vannak, dsszesen 12. Melyik szoba-
bol hany darab van, ha 41 vendéget még éppen el tudtak szallasolni?

Megoldas: Jelolje X a haromagyas szobdk szamat, ekkor a négyagyas szobak szama
(12 —x). 3x +4-(12—x) =41, innen x = 7.

Valasz: A haromagyas szobak szdma 7, a négyagyas szobaké 12 — 7 = 5.

Itt az utolsdé megoldasi 1épés burkoltan az ellendrzést is tartalmazza, hiszen pl. nem kaptunk negativ da-
rabszamot.

5.2. Tulsdagosan nagy munka lenne elvégezni az ellendérzést; a befektetett munka nincs
aranyban a szerezhet6 +1 (+2) ponttal.

5.3. Az ellen6rzés gyakorlatilag nem hajthato végre, mert tilsagosan nagyszamt meg-
oldas van. (Ha az eredmény példaul egy intervallum, akkor a végtelen sok gyok miatt nem le-
hetséges a visszahelyettesités. A megoldas soran sziikségképpen ekvivalens I€péseket kell
tenni, és hivatkozni ezekre.)

A kitiizési oldal esetén is maradnak el ellendrzések, gyakran hasonlé okok miatt. (3.3-
ban vagy 4.2-ben — az ujra-megoldas, illetve az ellenérzés formaja — mar érintettiik a kérdést.)
Ezek egy része hianyossag, egy masik része azonban indokolhato.

5.4.,,Tul egyszerii” feladatoknadl (ezek lehetnek , tiszta” algebrai vagy szoveges felada-
tok 1s) eléfordul, hogy nem kér az Gtmutatd ellendrzést. (Az eljaras indokolhato: aranytalan
lenne egy 3-4 pontos feladatbol 1-2 pontot adni (vagy elvesziteni) az ellendrzésért.)

5.5. Szintén nem szokott kérni az Gtmutato ellendrzést olyankor, amikor annak végre-
hajtasa a megolddsi ut megismétlése lenne.

5.6. Ha titlsagosan nagy munka lenne elvégezni az ellendrzést, akkor a tényleges visz-
szahelyettesités helyett az utmutatd is megelégedhet az ,,Ellendrzés a szovegbe helyettesités-
sel.” formulaval.
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(Megismételjiik a korabban jelzett problémat: ekkor a szakmailag alapos ellendrzést
végz0 tanuld hatranyba keriil a feliiletesen dolgozd tarsaval szemben, mert t6bb i1d6t fordit
nem honoralt (nem értékelt) tevékenységre.)

5.7. Gyakorlati akadalyt jelenthet, ha tiilsdgosan nagyszamu megoldds van.

A modellalkotést igényld szoveges feladatokkal a kdvetkezd fejezetben foglalkozunk.
Az érettségi feladatok kozott azonban sok kiilonboz6 témakorhoz tartozo, hosszabb-révidebb
szovegezésti feladat is szerepel. Ezek besorolasa a szoveges feladatok kozé kérdéses, a mo-
dellalkotas értelmezésétol fiigg. (Ezt késobb kissé részletesebben kifejtjiik.)

5.8. Az Gtmutatokban a tiszta algebrai egyenleteken kiviil csak bizonyos szovegkornye-
zetii feladatok esetében van ellendrzés (€s ott sem mindig), egyéb feladattipusoknal — a jelen-
legi feladatmegoldo6 kultarankban — azt ,,nem szokds” elvégezni.

A fizika-jellegti feladatok (mozgas, keverés) egy része ellenérzott; a szamtani-mértani
sorozat témakoroknél is tobb ellendrzés talalhato; de példaul sikgeometriai, térgeometriai
vagy koordinatageometriai feladatoknal dltaldban nincs ellenérzés. Még akkor sem, ha egy
nem konnyii egyenletrendszer megoldésa a részfeladat.

Ez a kovetkezetlenség szakmai szempontbol nehezen indokolhato, bar ezzel kapcsolat-
ban néhany észrevételt megfogalmazunk a késébbiekben.

P.5.8. ESz 2005. majus 10. 1. Az ABC haromszdg oldalegyeneseinek egyenlete:
AB:y=0; BC: x + 10y = 20; CA:y=%x—4.

a) Szamitsa ki a haromszog cstucspontjainak koordinatait! (7 pont)
b) Szamitsa ki a haromszog B csucsanal 1évo bels6 szoget! (4 pont)

a) (megoldasrészlet)

Az x+10y=20és y =%1‘—4 egvenletekbél allo

egyenletrendszer megoldasa x=10; y=1, 2 pont

ezért a haromszdg harmadik csucsa C(10, 1). 1 pont

P.5.8. a)-ban a geometria feladatbeli egyenletrendszer megoldasat nem ellenérizziik.
Persze az egyenletrendszer megoldasa nem nehéz, de ha sszevetjiik a P.1.2. a) feladattal
(egyszerl els6foku egyenlet ellendrzése), nyilvanvalo a kovetkezetlenség.

Ugyanezt az egyenletrendszert ellenériznénk, ha ,tiszta alakban” tiizziik ki, mig az el-
lendrzést altalaban nem végezziik el, ha pl. egy koordinidtageometriai feladat megoldasahoz,
segédeszkozként oldjuk meg az egyenletrendszert. (A konkrét feladattal kapcsolatban a mo-
dell elemzése is szoba keriilhet: ekkor az lehetne az ellendrzés, hogy a kapott pontok valoban
egy haromszoget hataroznak meg, azaz a harom egyenes nem megy at egy ponton.)

A hasonl6 feladatok elemzése alapjan ujabb megfogalmazast tehetiink:
5.9. Ha eszkozként haszndalunk egyenletet (példaul a fenti P.5.8. a) koordinata-
geometriai feladatban két egyenes metszéspontjat az egyenletrendszer megoldasaval hataroz-

zuk meg), akkor az utmutat6 az altalanos gyakorlat szerint nem kéri (nem értékeli) az ellenér-
z&st.
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Ez a kialakult gyakorlat tobb problémat is felvet.

— Mikor alkalmazunk eszkozként egy egyenletet, és mikor alkalmazzuk a modell jellem-
zésére? Azaz néha kérdéses a feladat statusza, nem egyértelmii példaul a szoveges feladat és a
., szoveges jellegii” (hosszabb szovegezésii) feladat megkiilonboztetése.

— Természetesen egy eszkdzként hasznalt egyenlettel is el6fordulhat (bar ez az érettségi
viszonylataban ritka), hogy kovetkezmény-atalakitasokkal oldjuk meg. Ekkor nem deriilnek ki
a hamis gyokok, ha nem végziink ellenérzést. A Kialakult gyakorlat az, hogy utolagos vizsga-
lat alapjan ,,észrevessziik” a hamis gyokot; példaul rossz eljel, vagy geometriailag lehetetlen
érték jon ki.

— A gyakorlat természetesen védhetd is. Példaul ha a hasonld feladatokban mindig vé-
geznénk ellendrzést, akkor az igy kaphatd részpontok Osszege tekintélyes (és aranytalan)
nagysagura novekedne egy vizsgadolgozatban.

5. Megjegyzések, kovetkeztetések

1. Egy vizsgadolgozat pontozasakor alapvetd dilemmat jelent, hogy mikdzben fésza-
balyként elvarjuk a feladatok megoldasanak ellendrzését, nem lenne szerencsés, ha ennek a
kompetencidnak a mérése tul nagy sulyt kapna az 6sszpontszamban. (Akar egy-egy felada-
ton beliil is gondot jelenthet az ellendrzésért jaré pontszamok aranytalanul nagy stlya. llyen-
kor léphet €letbe a kitlizési elv: az ilyen feladat kitlizését lehet6leg keriilni kell.)

Az ellendrzés pontszamanak redukalasa a ,.feledékeny” vizsgdzok érdekét is szolgalja. Szerencsétlen
helyzet alakulna ki, ha egy egyébként jol sikeriilt dolgozat sok részpontot veszitene az ellendrzések elmaradasa
miatt.

2. Ha egy geometriai, koordinadtageometriai, kombinatorikai stb. feladatban segédesz-
kozként haszndljuk az egyenletet (egyenletrendszert, egyenldtlenséget), akkor altaldban nem
végziink ellendrzést. Ervelhetiink példaul azzal, hogy ha az ilyen alkalmazasokban mindig el-
végeznénk az ellendrzést, akkor a feladatok megoldasa elbonyolddna, jelentdsen megnove-
kedne a megoldasi id0, és az ellendrzés-kompetencia tilsdgosan nagy szeletet kapna az
Osszpontszambol.

3. Egy masik fajta érvelés lehet, hogy az eszkozként hasznalt egyenletek (egyenletrend-
szerek, egyenldtlenségek) segitségével mar létezo objektumok kozotti kapcsolatokat irunk le.
Példaul koordinata-geometriai feladatok esetében alakzatok egyenletét irjuk fel vagy az
egyenletek, egyenletrendszerek megoldasat alakzatok metszéspontjainak meghatarozasahoz
hasznaljuk. Ilyenkor altalaban nem koveteljik meg az ellendrzést, hiszen 1étezé alakzatok
egyenleteibdl allo egyenletrendszer az eredeti feladattal ekvivalens.

(Természetesen kivételt jelenthetnek azok a feladatok, ahol a koordinata-geometria
hasznalata valamilyen modell alkalmazasat jelenti, mert ekkor sziikség van a modell ellendr-
zésére.)

Egy példa:

P.5.10. Adott a derékszogli koordindtarendszerben az e: vy =§X egyenes €s a

k: x? + y? = 25 egyenletii kor. Az ABC haromszog csticsai A(2; —1), B(11; 2), a C csucs pedig
rajta van az e egyenesen ¢és a k koron is. Hatarozzuk meg C koordinatait!

»Megoldas”: Az egyenes és a kor metszéspontjai C1(—4; —3) és Ca(4; 3).

Itt sziikség van a modell ellendrzése.

Ellenérzés: C1 hamis gyok, mert A-val és B-vel egy egyenesre esik, igy nem kapunk ha-
romszoget.
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6. Szoveges (jellegii) feladatok
6.1. Szovegkornyezetbe agyazott, ,,szoveges jellegii” feladatok

A feladatok egy része valamilyen kornyezetbe agyazott, esetleg hosszabb szévegezésii
feladat. Ezeket a ,,sz0veges jellegii” feladatokat vajon tekinthetjiik matematikai értelemben
szoveges feladatoknak, csak azért, mert szoveges kornyezetbe agyaztuk a kérdést?

Véleményiink szerint altalaban nem.

P.6.1.1. KSz 2005. majus 10.
14. ¢) Gabor olyan sorrendben irja fel 25 863 szamjegyeit, hogy a kapott szam néggyel
oszthat6 legyen. Milyen szamjegy éllhat a tizes helyiértéken? (Valaszat indokolja!)

P.6.1.2. KSz 2009. oktéber 20.

15. Béla egy fekete ¢s egy fehér szinli szabalyos dobdkockaval egyszerre dob. Feljegyzi
azt a kétjegyli szamot, amelyet ugy kap, hogy a tizes helyiértéken a fekete kockaval dobott
szédm, az egyes helyiértéken pedig a fehér kockaval dobott szam 4ll. Mennyi annak a valoszi-
nlisége, hogy a feljegyzett kétjegyli szdm

a) négyzetszam;

b) szamjegyei megegyeznek;

C) szamjegyeinek Osszege legfeljebb 9?

P.6.1.3. Csaba megoldotta az x? + 3x —4 =0 egyenletet. Mit kapott eredményiil?

Ezekben a példakban a ,,csomagolas” valoban szoveges, de pusztan emiatt nem lenne
szerencsés egyiket sem szoveges feladatnak tekinteni. Hiszen a szoveges feladatokkal kapcso-
latban — példaul az ellenérzés vagy a modellalkotas kapcsan — tovabbi elvdrdsokat fogalmaz-
hatunk meg.

Kiindulhatunk példaul az altalanos iskolai tézisbol: szoveges feladatot mindig ellendriz-
ni kell. Vagy kicsit finomitunk az el6z6 5.3. alapjan (amikor az ellenérzés nem hajthatod vég-
re): szoveges feladatot mindig ellendrizni kell, ha ez lehetséges. A fenti 1. és 2. példa egyal-
talan nem olyan, amely ellendrzést igényel. (Nem egyenlet megoldasara vezetnek.)

Az igazi elvaras a szoveges feladatokkal szemben a (legalabb részbeni) modellalkotdsi
kotelezettség, amelyet a kovetkezé pontban részleteziink. Es hat ebben az irdsban az ellendr-
zés szempontjabol vizsgalddunk, igy a szoveges feladatokkal szemben az is elvarasunk, hogy
kezelésiik egyenlet (egyenldtlenség, egyenletrendszer) felirasat és megoldasat igényelje.

6.2. A szoveges feladat fogalma

A szoveges feladatokban a megoldd egy modellt szerkeszt a szoveg alapjan, és ebben a
modellben fogalmaz meg (esetleg részben készen kap) valamilyen egyenletet, egyenletrend-
szert, egyenlGtlenséget. (A szdveges feladat megoldasa tehat mindig egy modellalkotdsi fel-
adattal kezdédik. Definicios fogédzkodoként pedig elvarjuk, hogy szoveges feladatban — ne-
véhez méltdan — ne kapjuk készen a felirhato egyenletet.)

Az egyenlet megoldéasa utan kétféle ellendrzés képzelhetd el: a ,.tiszta” egyenleté (visz-
szahelyettesités vagy ekvivalencia-hivatkozas), valamint ezen tulmenden a modellalkotés he-
lyességéé.

A kétféle ellenérzés végrehajtasi modjaban és tartalmaban is nagyon kiilonbozik.
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A modell ellendrzése nyilvan kotelezd: barmilyen szép ellendrzott gyokot kaptunk az
egyenletmegoldaskor, elképzelhetd, hogy az a modell érvényességi korén kiviil esik. Ugyan-
akkor a ,,tiszta” egyenlet gyokeit nem kételezd formalisan ellendrizni. Hiszen lehetséges,
hogy a kovetkezmény-atalakitdsok miatt keletkezett néhany hamis gyok, de a modell ellendr-
zése soran ezeket ugyis kiszirjiik. (Ha nem-ekvivalens 1épésekkel gyokot veszitiink, akkor
ezeket a modell szempontjabdl is elveszitjilkk; a megoldas hibés lesz, éppen gy, mintha a
»tiszta egyenleteknél” veszitiink gyokot.)

A formalis visszahelyettesités altaldban nem okoz elvi nehézséget, de a modell ellendr-
zése sokkal bonyolultabb lehet. Ez a 1épés nem mindig algoritmizalhato, otletességet és krea-
tivitast is igényelhet és igy tovabb.

6.3. A feladattipusok kategorizalasa
Az ellendrzés szempontjabol megkiilonboztethetiink néhany feladattipust.

Elég jol azonosithatok a tiszta egyenletek és a szoveges feladatok, valamint azok a fel-
adatok, amelyekben az — esetleg készen kapott — egyenleteket eszkozként alkalmazzuk. Ezen
tipusok ellendrzési modja a gyakorlat alapjan egyértelmd.

A szovegkornyezetbe agyazott feladatok egyfajta atmenetet képeznek, ellendrzésiik
tobb mindentdl fiigg. Sziikséges-e valamilyen mértékli modellalkotas, illetve ennek érvényes-
ség-vizsgalata; a kapott eredményt egyaltalan lehet-e ellenérizni; vagy az is elképzelhetd,
hogy az egyenletek megoldasat csak segédeszkozként alkalmazzuk.

Eles hatarvonal természetesen nem huzhato, egy-egy formélisan hasonlo feladat tobbfé-
leképpen is kitlizhetd vagy értelmezhetd.

P.6.3.

n(n+1)
2

pozitiv egész szamok halmazéan kell megoldani. (Példaul a szamtani sorozat Osszegképletét
alkalmazzuk, ha egymasra helyezett dobozok sorainak szama a kérdés.)
b) Egy hosszabb szovegezési feladat utols6 mondatai lehetnek a kovetkezok: ,,Anna

hazi feladata az X(XTJrl) =5050 egyenlet megoldasa a pozitiv (egész) szamok halmazan. Mi-

a) Szoveges feladatban egy modell alapjan felirhato az =5050 egyenlet, amit a

lyen eredményt kapott, ha jol szdmolt?”
X(x +1)

'9,

C) ,,Hatarozza meg az = 5050 egyenlet megoldasat, ha X pozitiv (egész) szam

d) ,,Oldja meg az x e ]0; o], x(x +1)

= 5050 egyenletet!”

x? + x—10100

X

A fenti példaban mindegyik feladat megoldasa lényegében azonos, x1 = 100 mellett
X2 =—101 hamis gyok. Mig az e) feladat ,tiszta” algebrai, addig az a) szoveges, de a b)-re ezt
mar nem szivesen mondanank. Nemcsak azért, mert az egyenletet készen kapjuk, hanem azért
is, mert hianyoljuk a szoveges feladatokra jellemz6 modellalkotasi kezddlépést.

Ugyanakkor mindegyik feladatra jellemzd egyfajta hattérmodell, hiszen az egyenletet a
pozitiv (egész) szamok halmazan kell megoldanunk. (Az elsé a) — ¢) feladatokban ez szdbeli

e) ,,Oldja meg az =0 egyenletet!”
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eléiras, a d)-ben formai jeloléssel adott, az €)-ben pedig az alaphalmaz lesziikitése miatti ko-
vetkezmény.) Tehat végsé megoldasi 1épésként mindegyik feladatban 6ssze kell vetni a kapott
gyokoket és az alaphalmazt.

Ha a matematika fébb témakoreit nézziik (geometria és részteriiletei, algebra, szamel-
mélet, kombinatorika, valdszinliségszamitas, analizis), fontos megjegyezniink, hogy barme-
lyik témakorben szerkeszthetd olyan feladat, amely (esetleg modellalkotas utan) egyenletek
felirasara vezet. Vagyis a szoveges feladatok és az ellenérzés problematikaja a matematika
minden részteriiletét érinti.

Korabban mar emlitettiik, hogy a jelenlegi feladatmegold6-modszertani kultrankban —
kozmegegyezés alapjan — ritkdn koveteljiik meg azon feladatok ellenérzését, amelyekben a
tiszta egyenleteket segédeszkizként hasznaljuk. A Kkialakult gyakorlat mellett tobb érvet is fel-
soroltunk: az ellen6rzés kotelez6 szerepeltetésével hosszadalmassa valna a megoldas; tulsago-
san nagy sulyt kapna az ellenérzés-kompetencia a pontozaskor; vagy tartalmi szempontbol
ezekben a feladatokban gyakran mar 1étezd objektumok kozotti kapcsolatokat irunk le, ekkor
pedig mar nem koveteljilk meg az ellendrzést. (A modell érvényességének vizsgalata persze
nem maradhat el.)

Tematikus szempontbdl a helyzet kissé kusza, bar a fentiek alapjan tobbé-kevésbé érthe-
t6. Tegyiik fel, hogy egy egyenlet megoldasara vezethetd vissza a feladat. Ha ez szamtani-
mértani sorozattal kapcsolatos, akkor néha szerepel az ellendrzés; ha példaul kamatszamitasi
vagy kombinatorikai feladat, akkor csak nagyon ritkan; ha pedig geometriai, akkor szinte so-
ha.

Persze nem szamithatjuk ide az ellendrizhetetlen feladatokat, ilyenek altaldban a
valdszinliségszamitasi feladatok, vagy a nagy szdmokat eredményezd kombinatorika példak.
De sajnos nincs egységes konvencid, mi szamit még ellendrizendd eredménynek. Ha példaul
egy kombinatorika vagy szdmelmélet feladatban 1-2 esetet kapunk, ellendrizhetjiik; 3-4 eseté-
ben ez mar kérdéses; de a gyakorlatban 10 esetet biztosan nem fogunk visszahelyettesitéssel
ellendrizni. (A késobbi fejezetekben konkrét példakat mutatunk.)

Azoknal a feladatoknal, ahol eszkdzként hasznaljuk az egyenleteket, az ellendrzést tehat
ritkan varjuk el. Leginkabb csak akkor, ha az ellenérzéssel a hattérmodell szempontjabol ha-
mis eredményt sziirlink ki.

6.4. Megjegyzések, kovetkeztetések

1. A szoveges feladatok megoldéasa soran eldszor a feladat szovegének megfelelé mo-
dellt alkotjuk meg. A modellalkotas matematikailag egy egyenlet (egyenlétlenség, egyenlet-
rendszer) felallitasat jelenti, bizonyos hattérfeltételek figyelembe vételével.

A kapott ,tiszta” egyenletbdl tovabbi egyenletek lancolatanak felirasaval kapjuk a meg-
oldast; az ellendrzés soran pedig meg kell gy6zddniink arrél, hogy a kapott eredmények az
eredeti problémanak is a megoldasai.
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a feladatban —> | modell eredmény | — | visszacsatolas:
szovegesen <—| felallitasa T ellenérzés
megfogalmazott
probléma ‘ T\L
Htiszta” egyenlet |__| egyenletek
(egyenlotlenség, |—/| J4ncolata
egyenletrendszer)
+ hattérfeltételek | |
kovetkezmény
atalakitasok,
ekvivalens
atalakitasok

Az ekvivalencia kérdése kétszeresen is felvetddik:

— egyrészt a ,.tiszta” egyenletek megoldasakor (kérdés, hogy a felirt egyenletek ldnco-
lata ekvivalens atalakitasok eredménye-e);

— masrészt a probléma és a felallitott modell kapcsolatanak vizsgalatakor.

(Egy feladatot (problémat) és a hozzatartoz6 modellt (egyenletet, egyenletrendszert,
egyenldtlenséget) ekvivalensnek neveziink, ha a megoldashalmazuk megegyezik.)

2. Ha a feladat szovegébdl az algebra nyelvére torténd ,,kodolas” ekvivalens atfogal-
mazas volt, akkor a tiszta egyenletek ellendrzése egynttal a feladat ellenérzését is jelenti. Elvi-
leg ekkor nem sziikséges a szovegbe vald visszahelyettesités; de az dsszetettebb feladatoknal
bonyolult lehet a szoveg < modell ekvivalencia igazolasa.

3. Sok esetben természetesnek vessziik a szoveg < modell ekvivalenciat. (Példaul a
Pitagorasz-tétel felirasa derékszogii haromszogben, egy koszinusz-tétel alkalmazasa, a masod-
fokt megoldoképlettel vald szamolas, két egyenes metszéspontjanak kiszamitasa, vagy egy
kombinatorika feladatban a permutaciok szamanak felirasa.) Ilyenkor altalaban nem végziink
ellendrzést.

4. A szdvegbe valo visszahelyettesités elsésorban azért ajanlhato, mert — mint ellendr-
z¢s — teljes megoldast ad akkor is, ha az egyenletek lancolataban kovetkezmény-egyenletek
szerepeltek, és akkor is, ha a modell a szovegnek nem ekvivalens-, hanem csak kovetkez-
mény-atirasa volt.

7. Példak szoveges feladatok ellendrzésére

A szoveges feladatok ellendrzésének technikadjdaval kapcsolatban az utmutatdkban sze-
repld elvarasok nem egységesek. Nem vilagos, a vizsgazonak melyik modszert kotelezé al-
kalmaznia:

—,,Ellendrzés a szovegbe helyettesitéssel.”

—,,A szovegbe helyettesitéssel ellendriztem, és kijott.”

— Vagy amikor szamolasos nyoma van a szovegbe (nem az egyenletbe!) torténd helyet-
tesitésnek.
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(Az utobbi években a gyakorlat érezhetden egységesedik, az Gtmutatokban altalaban
szerepel a szovegbe torténd helyettesitésre utalas.)

Néhany példat valasztottunk 2005-bél.

P.7.1. KSz 2005. majus 10. 17. Anna és Zsuzsi is szeretné megvenni az Ujsagosnal az
egyik magazint, de egyik lanynak sincs elegendd pénze. Anna pénzébdl hidnyzik a magazin
aranak 12%-a, Zsuzsi pénzébdl pedig az ar egyotdde. Ezért elhatarozzak, hogy kdzosen veszik
meg a magazint. A vasarlas utan 6sszesen 714 Ft-juk maradt.

a) Mennyibe keriilt a magazin, és mennyi pénziik volt a lanyoknak kiilon-kiilon a vasarlas
elott? (10 pont)

b) A maradék 714 Ft-ot igazsagosan akarjak elosztani, azaz gy, hogy a vasarlas el6tti és uta-
ni pénziik aranya azonos legyen. Hany forintja maradt Annanak, illetve Zsuzsinak az osztoz-

kodas utan? (7 pont)
(megoldasrészlet)

a) | Ellenérzés. | 1pont | |
b) iEllm-':'nrzés. | 1 i:n::nr | |

Ebben a régi itmutatoban (a kétszintli érettségi vizsga korai szakaszabol) nincs egyér-
telmiien megkovetelve a szovegbe valod helyettesités (€s ezen kiviil sem utal semmi arra, hogy
mi varhato el ezért az 1 pontért); az ujabb feladatsorok pontozasi utmutatéiban ez mar kovet-
kezetesen szerepel.

P.7.2. KSz 2005. majus 29. 15. Egy szamtani sorozat els tagja 5, masodik tagja 8.
a) Adja meg a sorozat 80. tagjat! (2 pont)
b) Tagja-c¢ a fenti sorozatnak a 2005? (Valaszat szamitassal indokolja!) (3 pont)
C) A sorozat elsé n tagjat Gsszeadva az 6sszeg 1550. Hatarozza meg n értékét! (7 pont)

C) (megoldasrészlet)

)
Az elsé n tag dsszege:
5+5+(n—1)-3
.Sﬁ =¢-H=]Sﬁﬂ. 21.'!01‘11‘

Ebbél (10+3n—3)-n=3100.
azaz 3n° +Tn—3100=0. 1 pont
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m =31, 1 pont
7, = —200 1 pont
) 3]

Ha nem jelzi, hogyn, e N™,

Mivel n,  N™, n; =31 lehet csak a vilasz. lpont |4, helvesen vdlasztia ki az n
értékét, akkor is jar az
I pont.

Ellenérzés:

w- 31=1550,

tehat 31 tagot kell Gsszeadm. 1 pont

Az ellenbrzés ebben a megoldasban inkabb a megoldas ujraszdmolasanak tiinik. Az utolsoé 2 pontbol az
els6t a modell ellendrzésére adhatjuk, mig a masodikat inkabb a valaszra (amiben burkoltan megjelenhet az el-
lenbrzés, lasd P.5.1.).

P.7.3. KSz 2005. oktober 14. Egy kulturpalota szinhaztermének a nézdtere szimmetri-
kus trapéz alaprajzl, a széksorok a szinpadtol tdvolodva rovidiilnek. A leghéatsé sorban 20
sz¢€k van, és minden megeldz6 sorban 2-vel tobb, mint a mogotte 1évében. 500 diak és 10 ki-
sérd tanar pont megtoltik a nézdteret. Hany széksor van a néz6étéren? (12 pont)

Legyen a széksorok szima: n. 1 pont®
A sorokban levé székek szima egy = 2 differenciajn
szamtani sorozat egymaist kdvetd elemeit adja.

1 pont™ | * 4 pontok akkor is jar-
nak, ha a gondolatmenet

a;=20 1 pont™® repletel holves !
- . : 30+ (1102 szek w2 1 pont* | @ képletek helyes haszna-
Az n-edik (elsé) sorban i_.., 20+ (1 -1)-2 szék van. pomt” | . ibal deriil ki
Az bsszes helyre az S'E?-I[a-_ +a, ) alkalmazhato. 1 pont*
510="".(20+ 20 (n—=1)-2)
510 5 (20+20+(n—-1)-2) 2 pont
2n” +381—1020=0 2 pont
- . *Aldor is jar mindkét
= .= - *
n=15¢ésn;=-34 L pont pont, ha csak megdllapit-
1 . « | Ja, hogy n; negativ, és
n; nem ad megoldast. 1 pont ezért nem ad megolddst
15 széksor van a nézdtéren. 1 pont

Ha tagonkénti dsszeadds-
sal kapfjameg azn =15
megolddst, az 5 pont; ha
kimondja, hogy mds
megoldds nincs, tovabbi 2
pont.

N1 = 15 esetén még ellendrizni kellene, hogy nem kapunk negativ szamu iilést az els6 sorban. Itt tehat a
modell ellen6rzése hianyzik.

P.7.2. c)-ben a szovegbe helyettesitéssel ellenérziink, mig a teljesen azonos struktaraju

P.7.3.-ban egyaltalan nincs ellenérzés. A kovetkezetlenség mellett mindkét feladatban megje-
lenik viszont a modell vizsgalata, ami alapjan a negativ gyok Kizarasra keriil.
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P.7.2. ¢)-ben nem a 3n? + 7n — 3100 = 0 egyenletbe helyettesitiink (ez lenne a ,tiszta”
egyenlet ellendrzése), hanem a szovegbe helyettesitéssel a szamtani sorozat tulajdonsagat el-
lendrizziik. (Ami persze megoldja a ,tiszta” egyenlet ellenérzését is.) Viszont a feladat kérdé-
ses abbol a szempontbol, hogy az ellendrzés nyljt-e valamilyen megoldasi tobbletet, azaz va-

, 1 , . a, +a
16ban sziikség van-e ra. Az ellenérzés az ——"

-n Osszegképlet kiszamolasat jelenti, ami-

nek végigszamolasa Iényegében a megoldas megismétlése. (Bar nem teljesen: a kapott masod-
foku egyenlet gyokeit a megoldoképlettel keressiik meg, mig a visszahelyettesités konstan-
sokkal dolgozik.)
Az Gjra-szamolasos ellendérzéseket pedig az utdobbi iddben nem kérik az utmutatok.
(P.7.3-ban inkabb hianyolhat6 a modell ellendrzése, a negativ szamu iilés lehetdségének
kizarasa.)

P.7.4. ESz 2005. majus 10. 3. Egy novekedd szamtani sorozat els¢ harom tagjanak 6sz-
szege 60. Az els6 tagot 64-gyel novelve, a masik két tagot valtozatlanul hagyva, egy mértani
sorozat els harom tagjdhoz jutunk. Mennyi a két sorozat elsé harom tagja? (13 pont)

Ha a szamtani sorozat masodik tagja a; és Az elsé feltétel két ismeretlen-

differencidja 4, akkor nel valé felirdsdért dsszesen 2

a,-d+a,+a, +d =60, 2pont |pont

ahonnan a, =20. lpont |Fagy a,+d=20.

A mértani sorozat elsd harom tagja:

84-d; 20; 20+4d, 1 pont

ezért (84 —d f20+4d ) =400, 2pont | Az egyismeretlenes mdsodfoki

M 204+d egyvenlethez valo eljutdsért

vagy 84-d 20 dsszesen 3 pont.

Rendezve az egyenletet d° — 64d —1280 =0.  |2pont |Az egyenletrendezésért

Innen d, =-16 vagy d, =80. 2pont | Mdsodfoki egvenlet megoldd-
5aért.

d; =—16 nem megoldas. mert a szamtam sorozat |1 pont | dmennyiben nem zdrja ki ezt

novekeds. az esetet, és két sorozatot kap
megolddskent, ezt az 1 pontot
vesziti el.

d, = 80 esetén a szamtani sorozat elsé harom A szamok helves felirdsaért az

tagya: —60; 20; 100, amu valdban megoldas. 1 pont |1 pontjar.

Az ebbél kapott 4; 20; 100 valéban egy mértani A szamolk helves felirdsdért az

sorozat elsd harom tagja. “ 1pont | J pontjdr

A P.7.4. példaban is az utolsdé 3 pont kiosztasa tobbféleképpen értékelhets. Néhany
gondolat:

Ertékelhetiink Gigy, hogy a 3 pont a modell ellenérzéséért jar. Bar magat a helyettesitést
nem végzi el az utmutatd, a szamtani és mértani sorozat-tulajdonsag igen egyszertien latszik.
(Nézb6pont kérdése, hogy a d1 = —16 kizarasat is (modell) ellendrzési 1épésnek tekintjiik-e.)

Soknak tlinik a 3 pont; értékelhetiink ugy is, hogy az utolsé két pont tulajdonképpen a
valaszért jar. (Erre utal a jobboldali hasab két megjegyzése is.) Az ellendrzésre utald ,,valoban
megoldas” formuldk kissé a levegdben lognak: a szdmtani és a mértani sorozat képzése is a
definici6 szerint tortént a feladatban, nem nagyon képzelhetd el, hogy ne kapjunk pl. mértani
sorozatot. Az ellendrzésiik feleslegesnek, inkabb egyfajta ,,nyugtazasnak” tiinik.

23



OKTATASKUTATO Oktataskutaté és Fejleszto Intézet
z 2 TAMOP-3.1.1-11/1-2012-0001
ES FEJLESZTO XXI. szazadi kozoktatas

= = |NTEZET

(fejlesztés, koordinacio) 1. szakasz

Ugyanakkor tény, hogy a tanitasi gyakorlatban, a hagyomanyok alapjan a hasonl6 fel-
adatokat 4ltaldban ellendrizni (nyugtazni?) szoktuk.

(Egy utolsé észrevétel: a modell ellenérzése megkovetelheti annak a vizsgalatat, hogy
nem johet-e ki pl. 0 a mértani sorozat valamelyik tagjaként.)

A kovetkez6 P.7.5. ¢)-ben az atmutaté nem kér ellenérzést, hiszen az a feladat Gjrasza-
molasa lenne.

P.7.5. ESz 2005. oktéber, 8. a) Egy osztaly tanuloi a tanév soran harom kirandulason
vehettek részt. Az elsén az osztaly tanuloinak 60 szdzaléka vett részt, a masodikon 70 szaza-
1¢k, a harmadikon 80 szazalék. Igy harom tanulé haromszor, a tobbi kétszer kirandult. Hany
tanuldja van az osztalynak?

b) A harom koziil az elsé kirandulason tiz tanuld kormérk6zéses asztalitenisz bajnoksagot jat-
szott. (Ez azt jelenti, hogy a tiz tanuld koziil mindenki mindenkivel pontosan egy mérkdzést
vivott.) Mutassa meg, hogy 11 mérkdzés utan volt olyan tanuld, aki legalabb haromszor jat-
szott!

€) A masodik kirandulasra csak az osztaly kosarlabdaz6 tanuloi nem tudtak elmenni, mivel
éppen mérkdzésiik volt. A kosarasok atlagmagassaga 182 cm, az osztaly atlagmagassaga
174,3 cm. Szamitsa ki a kiranduldson részt vevo tanulok atlagmagassagat!

c)
A masodik karandulason 21 tanulo volt. 1 pont
Jelélje a krandulason résztvevok atlagmagassagat
h . Ezzel a feltételek alapjan:

21-h +9-182

3 pont
1743 =

ahonnan h =171cm. 2 pont
Osszesen: | 6 pont

Szép példa a modell ellendrzésére egy régebbi felvételi feladat:

P.7.6. (Potfelvételi, 1968/7.) Egy n-szog belsé szdgei olyan szamtani sorozatot alkot-
nak, amelynek els6 eleme 120° és kiilonbsége 5°. Hany oldalu a sokszog?

Megoldas: Az (n—2)-180° = 120°+120 2+ (n-1)-5
N2 = 9 eredmények koziil az els6 nem fogadhat6 el, mert ekkor a sokszognek volna egy 180°-
0s szoge is.

Ez a P.7.6. feladat tekinthet6 szovegesnek, hiszen a sokszdgek szogdsszege €s a szam-
tani sorozat jellemzdi segitségével fogalmazhatdo meg az egyenlet. Ugyanakkor arra is jo pél-
da, hogy néha mennyire nehéz a modell érvényességét ellendrizni.

-n egyenletben az ny = 16 és

P.7.7. Milyen g alapt szamrendszerben lesz 1444 négyzetszdm?

Megoldas: A g° +4g+4= (g + 2)2 atalakitds miatt g barmilyen pozitiv egész szam
lehet — de csak 4-nél nagyobb, mert a vizsgalt szamban szerepel a 4-es szamjegy.

Ez a P.7.7. példa mar nem igazan tekinthetd szoveges feladatnak (készen kapjuk az alli-
tast), de a feladathoz kotheté modell ellendrzésére — miszerint g > 4 — sziikség van.
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8. Tovabbi példak és észrevételek
8.1. Periodikus eredmények

A trigonometrikus egyenletek megoldasakor altalaban végtelen sok gyiokot kapunk,
ezek ellenOrzése nehézkes, érdemes tehat az ekvivalens atalakitasokra hivatkozni. Ha vissza-
helyettesitéssel ellendrziink — példaul mert kdvetkezmény-atalakitdsokat is alkalmaztunk —,
akkor az ellenérzés

— csak a pontos értékkel végezhetd (pl. x; = % + 2k az alabbi példaban; semmiképpen

sem x, =105+ 2kz vagy X, =105+k-6,28);
— ¢s csak ugy, hogy az eredményiil kapott periodust is visszahelyettesitjiik.

(A didkok kedvelt eljarasa, hogy egyszeriien a [0; 2n[ alapperiodusba esé gyokoket he-
lyettesitik vissza. Ez helytelen, a trigonometrikus fiiggvények periodusa modosulhat a fel-

adatban. Példaul sin(2x) periodusa  , Sing periddusa 67.)

P.8.1. KSz 2005. majus 10, 13. Oldja meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok hal-

mazan! cos?x + 4cosx = 3sin?X. (12 pont)
13]
cos” X +4cosx = 3[1 —cos” .":}'. Ha csak ”T"" x Teosx=1
' ' 2 pont |dsszefiiggést irja fel, akkor
I pont.
Rendezve:
4cos’ x+4cosx—3=0. 1 pont
Ennek gyoker:
COSX =% vagy 1 pont
3
cosX =——. 1 pont
1 i T Ha a periddus valahol
Ha cosx = a° akkor x = 3 + 2k, hignyzik, legfeljebb 2 pont.
S Elfogadhaté a fokokban
vagy = 3 + 2k, 3 pont megadott megoldds is. Ha
keveri a fokot és a radiant,
legfaliebb I pontot kaphat.
ahol k= Z. 1 pont
: : Indoklds nélkil 1 pont.
Ha cosx = —E: akkor nincs megoldas. hiszen raoRias netiit £ port
2 2 pont
cosx = —1 munden x esetén.
Az egyenlet megoldasa kézben elvivalens Ha a megolddsban nem ir
atalakitasokat végeztink_ igy nundkét gydksorozat 1 pont |periddust. de a kapott két
megoldasa az eredets egyenletnek. gvékdt visszahelvettesiti,

akkor is adjuk meg az
ellendrzdsért jaré 1 pontot.
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Az Gtmutatd szerint az ellendrzésre 3 pont jar, 2 pont a modell helyességének vizsgala-
taért, és 1 pont a technikai részért. Az utolsé megjegyz€s szerint, ha a vizsgazé az eredményt
hibasan, periodus nélkiil adja meg, attél még kaphat pontot a behelyettesitéses ellenérzésre.
Sajnos arra nincs utalds, mi a teenddé akkor, ha a periddussal egyiitt adja meg a megoldast a
vizsgazo (helyesen), de a periodus nélkiil ellenériz. Valami ilyesminek kellene itt lennie:

Ha X, = =+ 2kz , akkor c052(£+2k7zj+4cos(z+2k7rj:1+4-l:9,
3 3 3 4274

2
3-sin? (% + 2k72'j =3 (?j = %, a két oldal egyenld. (Hasonloan Xo-re is.)

Az eljaras bonyolult, az eddigi itmutatok koziil egyetlen egy sem tartalmazott periodus-
sal egylitt torténd visszahelyettesitést.

Az érettségi vizsgan a periodussal egyiitt torténd visszahelyettesités elvarasa kissé irrealis is lenne. Az el-
jaras munkaigényes — foleg a szerezhetdé minimalis pontért! —, és a vizsgazokat nem is nagyon készitjiik fel erre.
(Sem a tanitasi gyakorlatban, sem a korabbi évek utmutat6i gyakorlata alapjan.)

8.2. Az ellendrzésért jaro pontok szétosztasa

Az el6z6 P.8.1. feladatban az ellenérzésért jardé pontszamokat tobbféleképpen is értel-
mezhetjik. Az egyik értelmezés lehet a fenti: 2 pont a modell, 1 pont a felallitott ,tiszta”
egyenlet ellenérzéséért. Egy masik lehetséges értelmezés szerint az elsé 2 pont még a fel-
adatmegoldas szerves része, maga az ellendrzés csak az utolso pontot jelenti. Es hat kis til-
zassal 1-t6] 3 pontig barmennyit adhatunk az utols6 két sorra: a minimalis 1 pontot példaul
akkor, ha mindkét sort 6sszesen 1 pontért az ellendrzéshez soroljuk.

Vagy hasonl6 példa P.7.4. is, amelyet fentebb szintén 3 pontos modell-ellendrzésként
értelmeztiink, de mas lehetdségek is vannak mind az értelmezésére, mind a pontszam megal-

lapitasara. (Mit tekintiink modellnek, mi tartozik még hozza, milyen mélységig ellendrizziik
stb.)

P.8.2.1. Milyen alapti az a szamrendszer, amiben a 132 tizes szamrendszerbeli szam
alakja 156?

Megoldas: Ha a szamrendszer alapja x, akkor X2 + 5x + 6 = 132 <

(1) x1 =-14,

Q) x2=9,

(3) x1 a feladatnak nem megoldasa (szamrendszer alapja nem lehet negativ),

(4) x2 =9 lehetséges, mert pozitiv egész szam,

(5) és 6-nél nagyobb.

Ez az 6t gondolati egység 2-t61 5 pontig is jutalmazhato.

A maximum pontozas mindegyik gondolati egységet 1-1 ponttal jutalmazhat, az utolséd
3 pontot a modell ellendrzéséért adva. Technikailag az x> = 9 elfogadéasa utan még 1 pont ad-
hato, ha a megoldas hangstlyozza (5)-6t. (A pontozas védhetd, de természetesen egy 5 pontos
feladatban irrealisnak tlinik, hogy 3 pontot adjunk az ellendrzésre.)

A masik véglet a minimum: (1) és (2) ér 1 pontot (a két gyok meghatarozasa), a (3) —
(5) egységekért pedig szintén 1 pontot adhatunk (mint ellenérzésért osszesen).

Az alabbi P.8.2.2. példaban az ellendrzésekért 0sszesen az utolso 1 pont jar (bar az elsd
pont is ide sorolhato).
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P.8.2.2. ESz 2008. oktdéber, 1. Oldja meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenle-
teket:

a) (x—2)-lg(x>*-8)=0

b)x2— x| =6

1. a)

. . ) Ez a pont alhor is jdr, ha
A logaritnms értelmezése alapjan: x" - 8= 0. a vizsgdzé mds megfeleld

{_1- =22 vagy x> 21‘3}' 1 pont indokldssal zarja kK a
' hamis gyékat
Egv szorzat értéke pontosan akkor 0, ha valamelyik
szorzotenyezo 0,
1 pont

azazha x—-2=0_vagy lgIIJL'j —E]zD.
I:l -

, Ha ez a gondolat a
2 eset: lg(xz -8)=0 = lg(xz —E) =lgl 1 pont | megoldasbél deriil K,
aldor is jar az 1 pont

¥-8=1 & x'=9 & x,=3vagy x,=-3. 1 pont

Az x =2 énték nem eleme az értelmezési

tartoménynak. _ E: a pont alkor is jar, ha
Az értelmezési tartomiiny x =3 és x = -3 eleme: 1 pont | mds médon indokolja a
megoldasok. mert az atalakitasok ekvivalensek két gyék helyességeét.

voltak. M = {—3 : 3}.

Kissé szokatlan persze a két sz¢&ls6séges pontozas, és ha P.8.2.1-ben (5)-6t hangsulyoz-
zuk, akkor ismét szerepet kaphat a kitlizési elv (olyan feladat kitlizése, amelyben az egyik
gydk 6-nal nem nagyobb pozitiv egész szam). Osszességében talan az allapithatdo meg, hogy
az utmutatokban az ellendrzésért jard pontok szétosztasa nem torténik mindig egységesen, ¢és
egy kis mozgasteret enged a javitdsban — de ez egyaltalan nem tlinik nagy problémanak.

8.3. Nyilak hasznalata (=, &)

A megoldasi utmutatokban néhany éven keresztiil megjelentek az ekvivalens atalakita-
sokat jelold <’ nyilak. (Ilyen volt az el6z6 P.8.2.2. példa is.) A jelolés alkalmazésa figye-
lemre méltd: egyszerlibb, tomdrebb, és a leirasbol kihagyja a (gyakran nem tul sokatmondo)
tolteléekszavakat. A jelolési modszer nem valt altalanosan elterjedté az utmutatdkban, pedig
hasznalata — tudatos hasznalata! — nagy segitség lehetne a didkok szdmara. (A jelolés termé-
szetesen nem szokatlan a tanitasi gyakorlatban: példaul azonos egyenlétlenségek igazolasakor
hangstlyozottan, soronként érdemes szerepeltetni.)

Az alabbi P.8.3. példaban tobbszor is megjelenik az < ekvivalencia-jel6lés. Sajnos ez
még nem elég, minden 1épésnél alkalmazni kellene. A megoldas elsé soraban, a négyzetre
emeléskor keletkezhettek hamis gyokok, igy a visszahelyettesitéssel torténd ellendrzés kotele-
z0. A nyilak alkalmazasa nem érte el teljes mértékben a céljat. (Az utmutatd pedig ,,tulsago-
san nagyvonaltan” csak utal az ellendrzés végrehajtasara.)

P.8.3. ESz id 2008. majus, 3. Hatarozza meg az o valds paraméter értékét ugy, hogy a
4x% — A(sinou + cosa)-X + 1 + sina =0
egyenletnek egy darab kétszeres valds gyoke legyen! (13 pont)
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Masodik megoldas
Zsin@coser =sing nundkét oldalt négyzetre > vont
emelve, rendezve 3sm’ a(3—4sin’ a) =0 = poll
sin"e=0s a=nr.neZ 1 pont
: 3 T
sin” e =3 S a= :I:?+2k;r vagy
" i 2 pont
£ .
a =:T+2!;r:fr.r eZ
Hamis syikik kisziirése 2 pont

Az utmutat6 igy kissé hianyos is, hiszen nem arulja el, hogy melyek a hamis gyokok.
8.4. Ellenorzés kiilonb6z6 témakorokben

Az ellendrzés fogalmat elsdsorban az algebrai teriilethez kotjiik (egyenletek, egyenldt-
lenségek, egyenletrendszerek megoldasa), bar az esetleges modell vizsgalata minden téma-
korben szerepelhet, és a tagabban értelmezett ellenérzés akar egy geometriai feladat diszkusz-
szigjat is jelentheti. A kiilonb6z6é témakorokbeli ellenérzést elsésorban a szoveges feladatok
indukaljak. A tovabbiakban néhany példat mutatunk kiilonb6zé témakorokbol, vazlatos meg-
oldasokkal; elsésorban olyanokat, amelyeknek az ellendrzése valamilyen értelemben kérdése-
ket vet fel.

P.8.4.1. 50 kockadobas eredményét tar-
talmazza a tablazat, sajnos két cella utdlag ol-
vashatatlanna valt. Mik lehettek a hianyz6 do-
basértékek, ha a dobott szamok atlaga 3,8 volt?

Megoldas: Jelolje x a 2-es dobasok szamat, ekkor az 5-6s dobasok szama 15 — x. Az at-
7-1+x-2+8-3+9-4+(15-x)-5+11-6
lag

50
7-1+6-2+8-3+9-4+9-5+11-6
50

dobasérték 6
darabszam | 7 819 11

[ERN
N
w
SN
(62}

=38;innen x=6; 15— x =9. Ellendrzés:

=38 valdban.

Kérdés, hogy megkoveteljiik-e az ellendrzést?

Az ellendrzés a megadott formaban Gjra-megoldas, tehat felesleges. Tekinthetjiik az egyszeri feladatok-
ban korabban jelzett, a valaszban megfogalmazott burkolt ellenérzésnek azt is, hogy X = 6 megallapitasa utan
15 — x is pozitiv egész szam.

P.8.4.2. Egy haromszog keriilete 21,96 cm, oldalainak hosszai (centiméterben mérve)
egy olyan mértani sorozat egymast kovetd tagjai, melynek hanyadosa q = 0,8. Szamitsa ki a
haromszog oldalainak hosszat!

Megoldas: Az a, b = 0,8a, ¢ = 0,8%a oldalakkal a + 0,8a+0,8%2a=21,96 = a=9. A
haromszo6g oldalainak hossza a =9 cm, b = 7,2 cm és ¢ = 5,76 cm. Ellendrzés: a haromszog-
egyenldtlenség alapjan az oldalhosszak valoban lehetnek egy haromszog oldalai.
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b

Kell-¢ ellenérizni, hogy — = — =087 Esetleg tal konnyii az egyenlet? Vagy ez csak 1j-
a

oT|o

ra-szamoléas lenne?

A 0,8 aranyra véleményiink szerint nem kell ellendrzés, adodik a megoldas menetébdl; csakugy, mint a
keriilet értéke.

P.8.4.3. Egy teljes graf ¢leinek szama N. Az eggyel tobb pontbdl allo teljes graf éleinek
szama M. Az eredeti teljes grafnal harommal tobb pontbol allo teljes graf éleinek szama
N + M. Hatarozza meg N értékét!

Megoldas: ha az eredeti graf pontjainak szama n, akkor
”(”2_1) L ;1)” _(n +3)2(” *2) L 02 5n_6-0 o m=_1 vagy no = 6. Az els6 gyok
kizarhato, a masodik esetben N = 15. Ellenérzés a szoveg alapjan: a hatpontu teljes graf élei-

nek szama 15, a hétpontué 21, a kilencpontué 36. 15 + 21 = 36 valdban.

Itt is: valdban sziikséges az np ellendrzése? Ez nem az eredeti megoldas ijra-szamolasa
lenne? Vagy esetleg az ellenérzés annak megallapitasa, hogy l1étezik a 6, 7 és 9 pontu teljes
graf?

Itt talan van funkcidja a megadott ellendrzésnek: elvileg negativ is lehetne valamelyik szarmaztatott graf
pontjainak a szama.

P.8.4.4. Hatarozzuk meg azokat a kétjegyli pozitiv egész szamokat, amelyek 9-cel na-
gyobbak a szamjegyeik szorzatanal!

Megoldas: Az ab szamra felirhato a 10a + b = ab + 9 egyenlet, enneck megoldasa
(a; b) =(1; 3) vagy (a; b) =(2; 7). Ellen6rzés: 13 =1-3 +9 és 27 =2-7 + 9 valdban.

A megadott ellenérzés inkabb csak szamolasi probanak tiinik. De a mindennapi gyakorlatban ezt a fel-
adattipust altalaban ellendrizziik; talan csak azért, mert olyan jé! ellendrizhetd.

P.8.4.5. Hatarozzuk meg azokat a kétjegyl pozitiv egész szamokat, amelyek a szamje-
gyeik szorzatanak a hétszeresével egyenlok!

Megoldas: Az ab szamra felirhaté a 10a + b = 7(a + b) egyenlet, innen a = 2b, azaz a
keresett szam 21, 42, 63 vagy 84.

Ez utobbi feladatban mar nem szoktunk ellendrizni. Kicsit soknak tlinik a 4 szdm (per-
sze konnyen konstrudlhatunk még tobb eredményt ad6 feladatot is), azonos struktirju és at-
lathat6 az eredmény.

P.8.4.6. Hatarozzuk meg X és Yy aranyat, ha adott az alabbi egyenletrendszer:

(1) x*-6xy+2y*=-3,

(2) 2x* +3xy-7y* = —2}

,Megoldas (hibas): —2-(1) + 3-(2): ekkor 4x?> + 21xy — 25y> = 0. y # 0, igy
4x%  21x

222520 & X-1vagy == _ 23 Ekvivalens atalakitasokat végeztiink.”
y: oy y y 4
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Ez a feladat csapda-jellegli. Nem nyilvanvalo, hogy a helytelen eredményt ki kell sziir-
ni, és az sem, hogy miképpen. X_ —? nem lehetséges, ami példaul az x = —% y -nek (1)-
y
be torténd visszahelyettesitésével lathato.
8.4. Megjegyzés

A fenti feladatban a problémat az okozta, hogy az egyenletrendszerbdl egyenletet allitot-
tunk el6. Megmutathatd, hogy ez a 1épés altalaban nem ekvivalens, még a legegyszeriibb ese-
tekben sem (egyik valtozo kifejezése, vagy egyenletekkel végzett, egyenletet ad6 linearis
kombinaciok alkalmazésa sth.) Az egyenletrendszerek ekvivalenciaja nehéz témakor, tilmutat
a kozépiskolas tananyagon. Most csak annyit jegyziink meg, hogy egyenletrendszerrel csak
egyenletrendszer lehet ekvivalens. (Mivel a kdzépiskolaban altalaban ugy oldunk meg egyen-
letrendszert, hogy az ismeretlenek fokozatos kikiiszobolésével egyismeretlenes egyenletet alli-
tunk eld, igy az ekvivalencia-probléma jellemzden fennall — még akkor is, ha az egyszerl
egyenletek miatt nem torténik gyokvesztés vagy nem sziiletik hamis gyok.) Gyakorlati szem-
pontbol a fenti egyenletrendszer-ekvivalencia megallapitasnak két fontos kovetkezménye van.

— Ha egyenletrendszerb6l egyenletet kaptunk (lasd példaul a fenti feladat), akkor vala-
melyik korabbi egyenlet(ek)et is meg kell Orizniink az ekvivalencia teljesiiléséhez;

— ellendrzés szempontjabol pedig azt fontos hangsulyoznunk, hogy az dsszes eredeti
egyenletet ellendrizniink kell.

8.5. Javaslatok (amik tamogatottsaga nem til nagy)

Lattuk az egyes feladattipusok elemzésekor, hogy a legtobb észrevételiinkhoz tiistént ta-
laltunk kivételeket is. Ez a kétarciisag a témakor jellegébdl adodik, és emiatt dltalanos érvé-
nyl javaslatok nem is igen tehetdk. Az egyszeriibb észrevételeket a megfeleld helyen jeleztiik
(ilyen volt példaul az, hogy a szovegbe valo helyettesités lehetdleg az utmutatdban is jelenjen
meg, ne csak az erre valo utasitas szerepeljen). Két rendszerjellegii javaslatot is megemlitiink,
bar tudjuk, hogy csak részben valdsithatok meg, és mindkettd bevezetése (természetesen) to-
vabbi problémakat sziilne.

8.5.1. Az egyik lehetdség az lehet (kitlizési oldal), hogy a feladat sziévege jelezze, ha
kell az ellendrzés (azaz pontot ér a javitas soran); illetve alkalmanként azt is jelezze, ha nem
kéri. (Hasonlo jellegll a kozépszintli érettségi sorok elsd részében az indoklas kérése.)

A javaslat timogatottsiga nem nagy, a sok felvet6dd probléma koziil az egyiket meg-
emlitjiik: a ,tiszta” egyenleteknél az ekvivalencia — visszahelyettesités kérdéskore elég jol ti-
pizalhatd, és ismerete (felismerése) szakmai tartalmat is hordoz, a feladatmegoldas szerves ré-
sze. Az ellendrzési kérés bevezetése szakmailag szegényebbé tenné a megoldast.

8.5.2. Egy masik lehetdség a ,.tiszta” egyenletek korében kisziirné a ,,ttl konnyli” vagy
egyes esetekben a ,,tal bonyolult” ellenérzéseket (5.1-5.2. pontok — amikor hianyzik az ellen-
Orzés). Egységes elvként kimondhatnank, hogy az elsé- és mdasodfoki egyenletek megoldasa
esetén nem kérjiik az ellenorzést. (Az els6 esetben tul konnyl a feladat; a masodikban pedig
ismert a megoldoképlet, ennek levezetése ekvivalens 1épésekkel tortént a tanitasi oran, elvileg
tehat nincs sziikség a gyokok ellendrzésére.) gy elkeriilhetd lenne pl. a P.4.3.1. irracionalis

gyokeinek bonyolult helyettesitése (X, =1+ V2 és X, =1— V2 ), vagy kitiizhet6 lenne a 4 —
5-2°+ 6 = 0 egyenlet, mert nem kellene ellendrizni a X1 = 10923 gyokét.
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Persze tobb ellenérvet is felsorolhatunk. Ha hivatkozhatunk az ekvivalenciara, akkor a
nehéz helyettesitések jelenleg is elkeriilhetdk. Ha viszont tortént nem-ekvivalens atalakités is,
akkor kifejezetten gondot okozna, hogy az ellendrzés nem kotelezd. (Es ilyet konnyen tala-
lunk: példaul az egyszerl tortes egyenletek gyakran els6- vagy masodfoku egyenletté alakit-
hatok, nem-ekvivalens atalakitasokkal.) Ekvivalencia-problémak jelentkezhetnének az egyen-
16tlenségek és egyenletrendszerek megoldasakor is €s igy tovabb. (Lasd a fenti P.8.4.6-ot.)

Az elv egységes bevezetése valoszinlileg nem lehetséges a kivételek miatt sem, inkabb
csak ,,altalaban” hasznalhatnank, bar azért lenne még egy nagy elénye. Azokban a feladatok-
ban, ahol csak eszkdzként szerepel az egyenletmegoldas, kozmegegyezés alapjan nem kériink
ellendrzést. Ez a nagyfoku logikatlansag csokkenhetne a ,,masodfoku-elv”’ dvatos bevezetésé-
vel, mert ezekben a szdmolasos feladatokban talnyomorészt elsd és masodfoku kifejezések
szerepelnek.

Az alabbi azonos strukturaju példak megoldasaiban P.8.5.2.1-ben nincs, P.8.5.2.2-ben
pedig van ellenérzés. (A jelenséggel mar foglalkoztunk korabban pl. 5.8. és 5.9-ben, ahol igen
fontos észrevételeket tettiink az ellendrzés elmaradéasaval kapcsolatban. Most az elsé példaban
az egyenletet inkabb eszkozként hasznaljuk egy fiiggvényes feladatban; mig a masodik példa-
ban tiszta egyenletek megoldasarol van szo.

P.8.5.2.1. KSz 2009. majus, 17. b)

17. A valés szamok halmazin értelmezett / masodfoln fliggvény grafikonjat ugy kaptuk,
1, : - -
hogya g:R—R g(x)= X fiiggvény grafikonjat a v (2; —4.5) vektorral eltoltuk.

a) Adjamegaz [ fiiggvény hozzirendelési utasitasit képlettel!
b)  Hatarozza meg f zerushelyeit!
¢}  Abrizolja f grafikonjita [- 2:6 ] intervallumon!

Oldja meg az egész szamok halmazin a kivetkezd egyvenlétlenséget!

d) %x: < 21‘+§

¥ £

17. b)

A 05(x— 3]] —4.5=0 egyenletet kell megoldam. 1 pont
05x" —2x-25=0. 1 pont
=35 1 pont
x =-1. 1 pont

Ha az a) részben hibdsan
felirt masodfoki
Osszesen: | 4 pont | fiigevény képletével
helyesen szamol, 4 pontot

kap.
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P.8.5.2.2. KSz 2009. oktéber, 13. a)

13.
a) Oldja meg a valés szamok halmazan a kivwetkezd egvenletet!
(x+2)* -90=5-(05x-17)
b) Oldja meg a valos szamok halmazan a .2 egyvenldtlenséget!
13. a)
A zardjelek felbontisa: x* +4x+4-90=25x—85. 1 pont
' +15x-1=0. 1 pont
=05, x,=—2. 2 pont

Ellendrzésért vagy ekvi-
A gyikik a valos szamok halmazin megfelelnek. 1 pont | valencidra wvaléd  hivat-
kozds esetén jdr a pont.

Osszesen: | S pont

,Ellendrzésért vagy ekvivalenciara vald hivatkozas esetén jar a pont.” A megjegyzés azt mutatja, hogy itt
az utmutato az ellenérzés sziikebb értelmezését hasznalja: ellendrzés = visszahelyettesités.

9. Az ,,ellenorzés” néhany tovabbi megjelenése, értelmezése

Az itt kovetkez6 értelmezések Kissé tavolabb allnak az eddig vizsgalt feladattipusoktol,
csak a teljesség kedvéért soroljuk fel dket.

9.1. Ellenérzés a sz6 koznapi értelmében

A napi munkatevékenység szerves része a kész munka ,,felmérése”. Ekkor attekintjiik,
hogy mit is csinaltunk, az eredmény megfelel-e a célnak, esetleg vannak-e tovabbi fejlesztési
lehetdségek és igy tovabb. Ez a matematikai munkafolyamatokkal is igy van, ilyen tevékeny-
ség lehet példaul a megerdsitd példik keresése. Ekkor egy geometriai eredményt specialis ab-
ra felvételével ellendrziink, vagy egy egyenlétlenség jo és rossz megoldasai koziil néhanyat
probaképpen visszahelyettesitiink.

9.2. Grafikus megoldas ,.,ellenérzése”

Grafikus megoldas esetén tipikus eljaras fiiggvények metszéspontjanak leolvasasa. Ek-
kor a metszéspont kiszamitasa helyett ,,megsejtjik” azt, €s behelyettesitéssel ellendrizziik a
helyességét.

P.9.2. ESz 2005. majus 10, 6. Tekintsiik a valés szdmokon ¢értelmezett
f(x) = (p — 3,5)x% + 2(p — 2)x + 6 fiiggvényt, ahol p tetszéleges valds paraméter!
a) Mutassa meg, hogy tetszbleges p érték mellett x = —2 zérushelye a fliggvénynek! (2 pont)
b) Milyen p értékek esetén lesz a fliggvény masik zérushelye 1-nél nagyobb? (14 pont)
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b)
Megjegyvzés: Az utolsé gondolati egység grafilus megolddsa:

Az x| p) fiiggvény monotonitasanak
felhasznalisaval (grafikonon szemléltetve):

s 3
o PREE
| x\p) grafikonjdért 4 pont.
1 . 6 pont A metszéspont kiszamitdsdért
_—_#1 : - 2 pont. (Ha leohvassa a

metszéspont abszcisszdjdt és

ellendrzi, ugvancsak 2 pont.

| Ha pontatianul olvassa le,

| vagy nem ellendrzi, akkor csak
I pont.)

9.3. Ellenérzés = sejtés igazolasa

Az eldz6 9.2. pont altalanositdsarol van szo. Egy megfogalmazott sejtést technikailag
tobbféleképpen is ellendrizhetiink, az eljaras a megoldasi folyamat része.

9.4. Ellenorzés = esetfelsorolas

Az Osszeszdmolasos kombinatorika feladatokban altaldban nagyszamu eredményt ka-
punk, ezeket ,,nem is szokas” ellendrizni. (M1 is lenne ekkor az ellendrzés?) Ennek oka, hogy
egyrészt az azonos strukturdju eredmények egységesen kezelhetOk, masrészt pedig altalaban
is ,,atlathatok”. Persze elképzelhet6 olyan feladat, amelyben valamely feltételek mellett kis-
szamu eredmény adodik, és a kapott eredmény felsorolasa tekinthetd egyfajta ellendrzésnek.

Ez az eljaras nem sziikségképpen felesleges. Elképzelhetd, hogy valamely tovabbi szii-
kit6 feltétel miatt a sejtett megoldasok szdma tovabb csokken, és ezt az ellendrzéssel derithet-
jiik ki. (Mas témakori feladatokban is szerepelhet ez a fajta ,,ellendrzés”.)

9.5. Egzisztencia és konstrukcio

Az el6z6 9.4. pont altalanositasaként fogalmazhatjuk meg a megoldéasi konstrukcio
szerkesztését, de a téma — a kétfajta bizonyitasi modszer alkalmazasa — 6nmagaban nagyobb,
mint a jelenlegi ,,ellenérzés-anyagunk™, igy éppen csak érintjiik.

Egzisztencia-bizonyitasrol akkor beszéliink, ha csak azt mutatjuk meg, hogy a feladat-
nak létezik megoldasa, de a konkrét megoldasi értékeket nem adjuk meg. A konstrukcios bi-
zonyitas folyaman ténylegesen eldallitjuk a megoldasokat, vagy eljarast adunk a megkeresé-
stikre.

Bizonyos feladattipusoknal gyakori megoldasi it — és valamilyen mértékben az ellendr-
z¢s témakoréhez is sorolhatd —, amikor egy becslést vagy korlatot adunk a megoldasok elem-
szdmara, majd konstrukcidval igazoljuk ezek meglétét.
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P.9.5. Ot sakkozo egyfordulds kormérkdzést jatszik, a jatszmak utan a gydztes kap 1
pontot, dontetlen esetén mindkét jatékos 0,5 pontot kap. A jatszmak utan a versenyzok pont-
szamai szamtani sorozatot alkotnak, és a végs6 eredményhirdetéskor kideriilt, hogy minden
jatékos legydzte az 6t kozvetleniil megel6z6t. Hany pontot szerezhettek a jatékosok?

Megoldas: A jatékosok kozott dsszesen 10 pont keriil szétosztasra, a harmadik helye-
zettnek 2 pontja van. Ha a szamtani sorozat differenciaja 0, akkor mindenki 2 pontos; ha a dif-
ferencia 0,5, akkor a pontszamok 3; 2,5; 2; 1,5; 1. Mivel az els6 helyezett legfeljebb 3 pontot
szerezhet (van egy veresége a masodiktol), igy tobb lehetdség nincs.

Ez a megoldas még hianyos: mintegy ,.ellendrzésképpen” meg kell adni mindkét esetre
egy-egy konstrukciot, hogy a talalt esetek valoban eldallhatnak. A konstrukcié lehet példaul
az egyes eredményeket tartalmazo tablazat:

A |B |C |D |E A |B |[C |D |E
A |- |0 05105 |1 A |- 0 1 1 1
B |1 - 10 0,5 (0,5 B |1 - |0 051
C |05 ]1 - |0 0,5 C |10 1 - |0 1
D [05]05 |1 - |0 D |0 05 |1 - |0
E |0 05105 |1 — E |0 0 0 1

9.6. A feladat ,,hitelességének” az ellenérzése
Nézziink két példat, mindketté megoldasa hibas.

P.9.6.1. Egy 50 résztvevés szociologiai felmérés egyik kérdésére csak 48-an valaszol-
tak, 1-t6l 5-ig terjed6 egész szammal. Az adatsokasag modusza 4, medianja 3,5, atlaga kerek
4 volt. Hogyan valtozott meg a harom statisztikai mutatd, ha az utdlagosan bekért két adat
4 ¢és 5 volt?

Megoldas (hibas): A modusz maradt 4 (a leggyakoribb adat nem valtozott). A median 4
lett. (Korabban a monoton névekvo sorozatba rendezett adatok 24. és 25. eleme 3 ¢és 4 volt;
utolag a 25. €s 26. valasz egyarant 4.) Az adatok Osszege kordbban 48-4 = 192 volt, utdlag

192 + 9 = 201-re moédosult. Az atlag tehat 25101 = 4,02 lett.

P.9.6.2. Egy téglatest egyik csucsaban Osszefutd harom hatérlap 4tléi 18 dm, 28 dm és
38 dm hosszuak. Mekkora a testatlo?

Megoldas (hibas): Jelolje a téglalap egy csticsba futo éleit a, b, c. Ekkor a lapatlok
négyzetének hosszara a? + b? = 182, a% + ¢® = 282, b? + ¢2 = 382 adédik; a d testatld hosszara

2 2 2 2
d?=a?+b?+c?= 18 +2g +38 ,innen d :1/2522 ~ 35,72 (cm).

Mindkét megoldassal az a baj, hogy ha alaposabban megvizsgaljuk az adatokat (,,ellen-
6rziink™), akkor kideriil, hogy a feladat feltételei nem lehetségesek. Kérdés, hogy ezt a megol-
donak észre kell-e venni?

P.9.6.1-ben példaul tigy okoskodhatunk a megoldaskor, hogy ha valoban 1étezik a szo-
ciologiai felmérés, akkor a modusz, a median és az atlag csak a leirtak szerint valtozhat. (Es
ez egy igaz allités.) Ezt elmondhatjuk P.9.6.2-re is: ha létezik a feladatbeli téglalap, akkor at-
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16ja csak =~ 35,72 cm hosszu lehet. (Hogy létezik, az pedig nyilvanvald, mert a feladat ezt al-
litja.)

Nem szokas hamis allitdsokat szerepeltetni a kitlizott feladatokban, a fentiekhez hasonld
helyzet jellemzden a feladat dsszeallitojanak hibaja miatt all eld. A helyzet kezelése is kissé
»zavaros”, ilyenkor a pontozas altalaban maximalisan joindulatia. Ennek ellenére ez a fajta va-
l6sag-ellendrzés éppenséggel hozzatartozhatna a megoldasi kultirankhoz. (Példaul egy teszt-
feladat egy megadott kor adott pontjaba huzott érintéjének egyenletét kérdezi. Kénnyen el-
képzelhetd egy ,,Nincs ilyen egyenes.” vagy ,,Egyik korabbi egyenlet sem jo.” valaszthat6 va-
lasz, ha pl. a megadott pont nincs a kordn.)

Jelenleg tehat a ,.feladat hitelességének az ellendrzése” dltaldban nem kéovetelmény.
(De csak altalaban. Mert azért olyan feladat is elképzelhetd, ahol a kapott néhany érték hite-
lesség-ellendrzésekor kideriil, hogy nem mindegyik megfeleld; és ebben a pillanatban a hite-
lesség-ellendrzés mar a megoldas szerves részévé valik. Kicsit hasonlok a metarejtvények,
vagy ilyen helyzet allna el6, ha pl. P.9.5. (kormérk6zés eredménye) valamelyik tablazatat nem
lehetne megkonstrualni.)

1.5. Vizsgalat (,,ellenérzés 5.”)

Polya Gyorgy A gondolkodas iskoldja c. miivében a feladatmegoldas részeként értelme-
zi a megoldas vizsgdlatdat. Ez ndla a megoldés negyedik 1épése, jelenti a megoldas vagy bizo-
nyitas lehetséges ellenérzését, mas megoldasi modszerek keresését, a tovabbi alkalmazhato-
sag elemzését (altalanositds). Ezzel a gondolattal minden matematika-témakorben talalko-
zunk, példaul egy tipikus ,,vizsgdlat” a geometriai szerkesztések diszkusszidja. Az eljarés
mast és tobbet jelent, mint az ellendrzés korabbi értelmezései, hiszen itt példaul a bizonyitas
ellenérzésérdl is szo van.

1.6. Persze tovabbi értelmezések is elképzelhetdk, az Olvasé is kedvére elmerenghet a
kérdésen. Mi egy utols6 példat adunk: egy masik gondolatmenettel, egy méasodik megoldéassal
(ami azonos végeredményt ad) bizonyosabba tehetjiik, hogy helyesen dolgoztunk. A gyakorlat
azt mutatja, hogy ha valamit tobbféleképpen is meg lehet oldani, és minden esetben ugyanazt
az eredményt kapjuk, akkor biztosabban allithatjuk, hogy jol gondolkoztunk. Ez tehat egyfajta
gondolatmenet-ellenérzés.

10. Valasz

Korabban mar talalkoztunk a vdlasz, eredmény, pontos érték fogalmakkal, veliik kap-
csolatban most néhany problémat azonositunk.

10.1. A valasz fogalma

Az érettségi dolgozatok elélapjan szerepel a kovetkez6 mondat: ,,8. A feladatok vég-
eredményét (a feltett kérdésre adando vélaszt) szoveges megfogalmazésban is kozolje!”

Az utasitas nem irja el6, hogy egész mondattal kell vilaszolni, a gyakorlatban (és az
utmutatokban) technikailag kiilonféle eljarasok szerepelnek. Sajnos hidnyzik a kozmegegye-
z¢&s, nem egységes a ,,valaszadas” kezelése. Néhany példa:

10.1.1. Nincs semmi. (Példaul a megoldas befejezése: ,,x1 = 1, X2 = 2. Ellendrzés.”)

10.1.2. Az eredményt kétszer alahuizza a vizsgazo.
10.1.3. Rovid kozlés, példaul: ,,Eredmény: x = 3.”
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10.1.4. A vizsgaz6i megoldasokban és az itmutatoban is nagyon gyakori az utolso (alta-
laban 1 pontos) szamolasi 1€pés és a valasz egybemosasa.
10.1.5. A vélasz ¢és az ellen6rzés is gyakran egyiitt szerepel.

10.1.2. Ellentmond a sz¢6 szerinti eldirasoknak, de a gyakorlatban altalaban elfogadjak a
javitas soran. (,,Mégis csak tobb, mintha semmi nem szerepelne.”) A 10.1.3. ellen nem na-
gyon lehet kifogas, de 10.1.4. és 10.1.5. felvet néhany problémat.

Az alabbi megoldasrészletekben P.10.1.1-ben nincs szoveges valasz; P.10.1.2-ben az
utolsd szamolasi 1épés és a valasz egybeszerkesztett, P.10.1.3-ban pedig a valasz és az ellen-
Orzés egybeszerkesztett.

P.10.1.1. KSz 2006. majus
18. Egy fiiggdleges tartorudra a talajtdl 4 m magasan mozgasérzékeldt szereltek. a
hozzakapcsolt lampa 140°-o0s nyilasszogi forgaskupban vilagit fiiggdlegesen lefelé.

a)  Készitsen vazlatrajzot az adatok feltintetésével!

b) Milyven messze van a lampatdl a legtavolabbt megvilagitott pont?

¢) Megviligitja-e az érzékeld lampaja azt a targyat, amelyik a talajon a tartomid
aljatdl 15 m tavolsigra van?

d) A tartomdon méterenként kampdkat helyeztink el amelyekre fel tudjuk
akasztani a mozgasérzékeld lampajat Alulrdl szimitva hanvadik kampdt
hasznaljuk. ha azt akarjuk. hogy a vizszintes talajon ne viligitson meg a limpa
100 m*-nél nagyobb teriiletet?

(megoldasrészlet)
18. b)
4
_ 3 pont
? cos 70° pon
=117 (m) 1 pont
Osszesen: | 4 pont

A megoldasrészletben kicsit sokallhatjuk az elsé 1épésre adott 3 pontot; viszont a rovid és konnyl feladat
nem igényli, gy érezziik, hogy két kiilon Iépésben szerepeljen az eredmény ¢€s a valasz.

P.10.1.2. 2005. majus 28. 18.c) (megoldasrészlet)

(32 (28)
A keresett valoszimiség: —————— = 026 1 pont |4 kerekitett érték Kiszcmi-
I 60 tdsa nélkiil is jar a pont.
110

Itt is eléggé ,,egybetartozonak” érezziik az eredményt és a valaszt. Bar a 0,26 kiszamolasa érhetne tovabbi
+1 pontot.

P.10.1.3. KSz 2010. méajus

13. Szamitsa ki azt a két pozitiv szamot, amelyek szamtani (aritmetikai) kdzepe 8, mértam
(geometnia) kiizepe pedig 4.8.
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(Jeldlje a két keresett szamot x és y.)

A szamtam kézép al : u 1 pont
A mértam kozép fx-y . 1 pont
x+y=16. 1 pont
x-y=2304. 1 pont
v=16- (16— =23.04 1 pont

I.L‘hz egvenletrendszerbdl adéds masodfolm egyenlet

2
X —16x+23.04=0, = pont
melynek gyokei az 11=1.6 és xx=14.4. 2 pont ﬁiﬁ gyokonkent 1-1
vi=14.4 és51.=1.6 A 2 pont akkor is jar, ha a

2 pont | kereseff szamok
szimmetridjara hivatkozik.
Akétszimaz 1.6 ésald44 Megfogalmazott vilasz,

1 pont | vagy ellendrzéitt szdmpcdir
gsefén jar a pont.

Ez utols6 példaban talan még ellendrizhetnénk a modellt: 1,6 és 14,4 szamtani és mér-
tani kozepe valdban 8, illetve 4,8. Kissé nyugtazasnak tlinik (bar igy egyuttal a tiszta egyenle-
tet is ellendriznénk). ,,Csaknem” tjraszamolasrdol van sz6, de azért a megoldasban

JX(8—x) =48 irhato fel, és ez elég tavol esik a 16+144 ¢s 16-144 ellendrzésbeli ki-

szamolasatol.)
(Es a modell vizsgélatdhoz még a kapott szamok pozitivitdsanak ellendrzése is hozzatar-
tozhat.)

10.2. A valasz problémai

10.2.1. Az utolsé megoldasi lépés és a valasz egybemosasa

A fenti 10.1.4. eljaras gyakorisagat (utolsd6 megoldasi 1épés és valasz egybemosasa) a
vizsgdzd szempontjabol konnyli megérteni: nem kell még egyszer (feleslegesen?) leirni a szo-
veges valaszt. A javitasi Utmutatd eljardsa is érthetd, hiszen igy nem kell kiilon ponttal érté-

kelni a valaszt; ezt a technikat alkalmazva kicsit nagyobb a mozgastér a feladat tobbi pont-
szdmanak szétosztdsara. A probléma akkor adodik, ha a két dsszetevobol hianyzik az egyik.

H

10.2.2. Az ellenérzés és a valasz sorrendje

Példaul j6 az utolso 1épésben felirasa, de a szoveges valasz hianyzik; ekkor a 0

vagy 1 pont kdzott donteni kell.

A 10.1.4. eljaras sziikségképpen meghatarozza az ellendrzés és a vilasz sorrendjét. ([3]
szerint ez igencsak problematikus.) Elvileg eredmény — ellendrzés — vilasz a helyes logikai
sorrend, de ha az utolsé megoldasi 1épést €s a valaszt egyiitt adjuk meg, akkor csak az ered-
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mény — vdlasz — ellendrzés sorrend lehetséges. Az alabbi P.10.2.1-ben a helyes sorrendet szé-
pen valositja meg az utmutato.

P.10.2.1. KSz 2007. oktober
14. Az iskola rajztermében munden rajzasztalhoz két széket tettek, de igy a legnagyobb
létszamm osztalybdl nyole tanulénak nem jutott filéhely. Minden rajzasztalhoz betettek

egy tovabbi széket, és igy hét fires hely maradt, amikor ebbdl az osztilybol mindenks
ledilt.

a) Hiny rajzasztal van a teremben? Hinvan jamak az iskola legnagyobb
1étszanmi osztalyaba?

a) (megoldasrészlet)

x=15eésy =38 1 pont
Ellenérzes 1 pont
15 asztal van a teremben, és a kérdéses osztalylétszam 1

38 5. pont

Ebben a korai Gtmutatoban nyitott kérdés maradt, hogy pontosan mit is vart el az Gtmutato ellenérzésként.

Mindenesetre — féleg ha helyes a végeredmény — a logikai sorrend megvaltoztatasa nem
tlinik sulyos problémanak. A megold6 szempontjabol érthetd a helyzet: a kapott eredményt
kétszer aldhtizza (esetleg még egy-két szot mellé is ir valaszként), majd ellendriz.

A javitas soran mindig elfogadjak az eredmény — vilasz — ellendrzés sorrendet is.

10.2.3. Mértékegységek és valasz

A 10.1.4. eljaras kiemeli a mértékegységekkel kapcsolatos nehézségeket is. (Alapvetés,
hogy a vilasz csak a mértékegységgel egyiitt teljes; de sajnos a mértékegységek szamonkéré-
se szintén nem egységes az utmutatokban. [3]-ban tobb mértékegység-hasznalattal kapcsola-
tos probléma talalhato.)

A megoldas soran altalaban kivalasztunk egy mértékegységet, amelyet egységesitiink, S
amellyel végig dolgozunk, de amit a szamolas kozben (feleslegesen) mar nem irunk ki. Ha az
utolsd szamolasi 1épés €s a valasz egybeesik, akkor csak zarojellel szerepelhet a mértékegy-
ség, példaul igy: ,,2-2 = 4 (cm?) a teriilet.” (A mértékegységet nem irhatjuk ki, mert az egyen-
let bal oldalan nem szerepel.)

A javitasi Gitmutatoban a zarojelezett alak (cm?) 4ltalaban azt (is) jelenti, hogy a mérték-
egyseég hasznalata nem kotelezd. (Példaul akkor, ha egy szamolasi részeredményt megkapunk,
de a feladat ennek értékére nem kérdezett rd.) Ha az itmutat6 az utolso szamolasi 1épést és a
valaszt egybemossa, akkor a fentiek értelmében csak zarojelezett alakot hasznalhat a valasz-
adéskor, ami a nem kdtelezd jellegre is utalhat. Ez helytelen; mértékegység nélkiili vilaszt ne
fogadjunk el teljes értékiinek.

Mivel a mértékegység kiirdsa kotelezo, ez esetben nincs mas lehetdség: az itmutatoban
kiilon mondattal kell valaszolni, amelyben szerepelnie kell a mértékegységnek. A valaszt pe-
dig ponttal kell értékelni, amit a mértékegység hianya esetén nem kap meg a vizsgazo. (Ilyen
P.10.3.2. lentebb.)
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10.2.4. Mértékegységek és a Kitiizési elv

Egy lehetséges kitlizési technika pl. a "Hany cm? a térfogata...” kérdéstipus. Ez csok-
kenti a mértékegységek hasznalatanak sulyat, célja (eldnye) az, hogy a valasz mértékegység
nélkiil is elfogadhato legyen. Igy a pontozas elsdsorban a feladat érdemi, ,,matematikai” ré-
szére tevodik at.

Az utdbbi években csokkent a ,tiszta matematika” tanitasi sulya, kissé ,fellazult” a
szakszerliség €s a szakmai precizitds az oktatdsban, kisebb lett a tanulds-tanitds soran az
absztrakcio szerepe. Ennek elsdsorban tematikai okai vannak: megjelentek a gyakorlati,
valosagkozeli feladatok, és az alkalmazasok €s modellek kezelése kevésbé preciz munkéat ko-
vetel meg — talan a mértékegységek teriiletén is.

Ugyanakkor meg kell jegyezniink, hogy a mértékegységekkel valo tevékenység alap-
kompetencia. A feladatot megoldé tanulonak tudatosan kell egyeztetnie az esetleg kiilonb6z6
mértékegységeket, és a megoldasi 1épések soran is figyelemmel kell lennie a valtozasukra.
(Raadésul ennek a kompetencianak valéban van gyakorlati szerepe.) Akkor viszont miért ne
koveteljiik meg a valaszban is a mértékegységet?

Ugyhogy a kitlizési elv alkalmazésa (és bizonyos tananyagelemek ,,laza kezelése) he-
lyett inkdbb a mértékegységek preciz hasznalatat javasolhatnank. A szdmolasok kdzben ez a
vizsgazd maganiigye, de a valasz csak mértékegységgel egyiitt legyen teljes értékil.

Jobbnak tiinik tehat a ,,Mekkora a térfogata ...” kérdéstipus, bar ez felveti példaul a kerekitési problémat.
Nehezen kothetd a tipushoz pontossagi elvaras (két tizedesjegy pontossaggal ...), hiszen ilyen kérdéshez elére
meg kell adni a mértékegységet is.

A mértékegységek fontossagat esetleg a feladatok kitlizésekor is hangstilyozhatnank, pl. kiilonb6zé hosz-
szusag-egységeket megadva. (Ez a gondolat ritkan jelenik meg a feladatsorokban.) Egy extrém példa: egy akva-
rium oldalai 45 cm, 0,6 m, 3,2 dm; hany liter a térfogata stb.

Az alabbi példat a trigonometria teriiletérdl valasztottuk.

P.10.2.4. KSz 2005. majus 10, 13. Oldja meg a kdvetkezo egyenletet a valds szamok

halmazan!
cos?X + 4cosx = 3sin?X. (12 pont)
Megoldasrészlet:

Ha a periddus valahol
hianyzik, legfeljebb 2 pont.
Elfagadhatd a fokokban

Ha cosx =l. akkor x =X ok,
2 3

Sm

vagy = ? + 2k, 3 pont megadott megoldds is. Ha
kaveri a fokot és a radidnt,
legfeliebb I pontot kaphat.
ahol k= Z. 1 pont

Az utmutatoban a fokokban megadott megoldas elfogadasa helytelen, hiszen a feladat
valos szamokat kér eredménytil.

Az utobbi években e tekintetben kivétel nélkiil egységesek a javitasi utmutatok: ha az
eredmény fokokban is megadhato, akkor a kitizé az ,,oldja meg az egyenletet” format szere-
pelteti, az alaphalmaz megadéasa nélkiil. (Ekkor a vizsgdz6 valaszthat, milyen alaphalmazon
dolgozik.) Ha pedig az egyenletet a valds szdmok halmazan kell megoldani, akkor a fokokban
megadott eredmény nem kap maximalis pontszamot. (Ez utobbi megallapitas alol a kozép-

szint I. részében kitlizott feladatok kivételek lehetnek.)
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10.2.5. Valasz és ellendrzés egyiitt

A 10.1.5. eljaras értékelésekor (valasz és ellendrzés egyiitt szerepel) ismét az okoz ne-
hézséget, ha valamelyik sszetevé hianyzik. Ekkor tisztazatlan az adhaté pont sorsa.

10.3. Példak kiilonb6z6 valasztipusokra

10.3.1. KSz 2011. majus

16. Egy 12 cm oldalhosszisagu négyzetet megforgatunk az egyik oldalaval parhuzamos
szimmetriatengelye kil

a)  Mekkora az igy keletkezo forgastest térfogata és felszine?
A felszint egész cm-re, a térfogatot egész cm’-re kerekitve adja meg!
Ugyanezt a négyzetet forgassuk meg az egyik atlojat tartalmazo forgastengely koril!

b)  Mekkora az igy keletkezo forgastest térfogata és felszine?
A felszint egész cm-re, a térfogatot egész cm’-re kerekitve adja meg!

¢) A forgastestek koziil az utobbmak a felszine hany szazaléka az elso forgatassal
kapott forgastest felszinének?

a) (megoldasrészlet)

Felszine: A1=2-61-ﬂ+2-6-rr-12. 1 pont
4 =216m~679 cm”. Ha a © kizelitésébol
1 pont | addddan 678 cm™ a
vdlasza, jar a pont

b) (megoldasrészlet)
A forgaskup palastja kateritve kircikk. amelynek az

ivhossza 2-6-+/2 -m(x17m = 53.4) (cm), 1 pont
sugara 12 cm hossan. 1 pont
Igy a teriilete:

T.6- 'I? - 1 f 5 1 t
T=¥=?zng{a 320 em?). pot
A kettéskup felszine: 27 =144+/27(~ 640 fml_}l. 1 pont

P.10.3.2. KSz 2005. majus 29. 12.b) (megoldasrészlet)

A keletkezo test térfogata 3-3°cm’ =8lcm’ Lpont | Mértekegyseg nélkili
valaszért 0 pont jdr.

A P.10.3.1. @) példaban A; = 2167 = 679 cm? igy helytelen (még akkor is, ha egész cm?-
re kellett kerekiteni). A 216w-nek pl. az el6z6 sor végén, zarojelben kellene szerepelnie.

A P.10.3.1. b)-ben az els6 zarodjel (= 17w = 53,4) azt jelzi, hogy nem kotelezé a benne
szereplOk kiirdsa (az ivhossz nem volt kérdés); a masodik (cm) zardjel ugyanezt jelzi (bar
hasznalata kényszer); az utolsd két sorban viszont a zardjel hasznalata helytelen. Az utolso
elotti javithato 72\2x (= 320 ) (cm?)-re, de az utolsé sor még ebben a 14427 (= 640)
(cm?) alakban is hibés lenne, hiszen a mértékegység nélkiili valaszt is elfogadhatova tenné.
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P.10.3.2. Bar egy muveleti 1épés és a valasz egybeszerkesztett, helyes és megkovetelt a
mértékegység hasznalata.

Az ellen6rzés és a valasz egybeszerkesztésére igen gyakori, egy korabbi példa P.7.4.
(,,Ellendrzés: ... , ami valéban megoldas.”)

10. Megjegyzések, kovetkeztetések

1. Alapelv, hogy szdveges kérdésre szoveges valaszt kell adni. (Bar a ,,szoveges kérdés”
sem egyértelmi fogalom.)

2. Jelenleg a ,,szoveges vilasz” kezelése bizonytalan, nem egyértelmii. Az itmutato
eléirasa — miszerint minden eredmény szoveges formaban kézlendé — szokatlan, a kialakult
tanitasi gyakorlatnak nem felel meg. (Lehet, hogy a sz6 szerinti eldiras kissé anakroniszti-
kus?) Talan éppen ezért a vizsgaztatdi-javitasi gyakorlat nem kezeli til szigoruan ezt a kér-
dést, de ugy tlinik, komolyabb probléma ebbdl nem adodik.

3. Vigyazni kell az egybemosasokkal: ha az utolsé megoldasi 1épés vagy az ellendrzés
¢s a valasz egyiitt szerepel a pontozasi utmutatoban, akkor valamelyik 6sszetevd hidnya ese-
tén nehezen pontozhatd az egység.

A pontozasi Utmutat6 tanito tipusu, leginkdbb ezen keresztiil tud véleményt nyilvanitani
a bizottsag. Nagyon sokan felhasznaljak a tanitasban és az egyéni felkésziilés soran is, igy fel-
tétleniil visszahatasa van a tanitasi folyamatra. Eppen ezért nagyon fontos az egyértelmiiség, a
kovetkezetesség megvaldsitasa. Erre két példat adunk.

4. Ha mar egyszer a szoveges valasz (a kotelezd) eldiras, akkor ez jelenjen meg az ut-
mutatoban is, akar a toltelékszavak szintjén. Tehat pl. P.10.1.1.-ben a befejezés ne az legyen,
hogy ,,= 11,7 (m)”, hanem ,,= 11,7 (m) a tavolsag.” (Még akkor is, ha a valaszt nem szeret-
nénk kiilén ponttal jutalmazni.)

5. Jelenleg a mértékegységek hasznalataban sem egyértelmiiek a kovetelmények, és ez a
bizonytalansag nyilvan karokat okoz. Mivel a mértékegységek szerepeltetésétdl nem tekinthe-
tink el, kézenfekvonek latszik, hogy egységesen, minden érintett feladatban, valaszadaskor
koveteljiik meg hasznalatukat.

Végiil még két megjegyzés a kitlizési oldalrol.

6. A szoveges feladatok esetében célszeriinek tiinik egy-egy feladaton beliil tobb min-
denre rakérdezni. Ekkor a vizsgazo ,.kénytelen” az egyenlet megoldasa utan még tovabbi
(gondolati és technikai) Iépéseket tenni, €s a tobbféle eredmény megkiilonboztetése miatt Sz6-
vegesen is valaszolni.

7. Vitatott szituaciokban a vizsgdzo javdara kell donteni — ez javitasi alapelv. Példaul
egy hatareset a ,,valasz”-ra: a megoldas elején megjelenik a ,,jeloljiik a kérdéses tavolsagot d-
vel” formula; a feladat végén pedig ,,d = 2 cm”, esetleg kétszer alahuzva. Az ilyen helyzetek
kezelése — az érettségi dolgozatok javitasanak szelleme alapjan — remélhetdleg egységes, és az
értékelés joindulatian a vizsgdzo javara torténik.

11. Eredmény
11.1. Az ,,eredmény” fogalma a gyakorlatban

Nem tisztazott egyértelmiien, milyen szamokat fogadunk el eredmény gyanant. Példak
kiilonb6z6 ,,eredményekre:”
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A=75m
WVagy 4= 2356 cm 1 pont
b)
- ria-m
3
57 5
If=ﬁ. 1 pont
3 -
V2267 ey’ 1 pont

P.11.1.2. KSz 2005. majus 28. 18. ¢) (megoldasrészlet)

(32 (28)
A keresett valoszimiség: ooy
10,

=0.26.

)

A kerekitett érték kiszcimi-
tdsa nélkiil is jar a pont.

1 pont

P.11.1.3. KSz 2005. majus 29.

16. Tekintsiik a koordinatarendszerben adott A(6; 9), B(-5; 4) és C(-2;1) pontokat!

a) Mekkora az AC szakasz hossza?

(2 pont)
b) irja fel az AB oldalegyenes egyenletét! (4 pont)
c) Igazolja (szamitassal), hogy az ABC haromszog C csucsanal derékszog van! (6 pont)
d) Irja fel az ABC haromszog koriilirt korének egyenletét! (5 pont)
megoldasrészlet)
a)
AC(-8- —8) A helyes valaszért jar a

AC =|.T(1 —.J(-8F =(-8F =128 =3

A2 21131

2 pont, barmilven alakban

2pont |is adja meg.

P.11.1.4. KSz 2005. majus 29. 18. Anna, Bé¢la, Cili és Dénes szinhazba megy. Jegyiik a

bal oldal 10. sor 1., 2., 3., 4. helyére szol.

a) Hanyféle sorrendben tudnak leiilni a négy helyre? (2 pont)
41=24 2pont | Bdrmelvik formaban
megadott helyes
eredményert jar a 2 pont.
P.11.1.5. KSz 2006. oktober
5. Mekkora az egységsugani kir 270%-os kbzépponti szégéhez tartozd ivének hossza?
A vdlasz  elfogadhats
3 kazelitd  érték  (4.712)
Az ivhossz: — 2 pont | megaddasaval is, ha
= legaldbb egy  tizedes
pontossdggal szamol.

42



OKTAT /_\ S KUTATO Oktataskutaté és Fejleszt Intézet
‘ « TAMOP-3.1.1-11/1-2012-0001
ES FEJLESZTO E XXI. szazadi kozoktatas

= = |NTEZET

(fejlesztés, koordinacio) 1. szakasz

P.11.1.6. KSz 2008. majus

15. Az 1,2 3 4 5 6 sziamjegyek felhasznilisaval dtjegyii szamokat készitiink az dsszes
lehetséges modon (egy szamyegyet tébbszidr 15 felhasznalhatunk). Ezek kozdtt hany
olyan szam van.

a)  amely &t azonos szamyegybol all;
b)  amelyik paros;
¢) amelyik 4-gyel oszthatd?

b) (megoldasrészlet)

f Az eredmény barmelyik
3.67(=3888)-féle paros szam lehet. 1 pont | helves alakjdért jar az
1 pont.

P.11.1.7. KSz 2012. oktober 18. b) (megoldasrészlet)

f 9‘. -’9‘.
MESE M
L . . e \7) 6/
A kérdéses valoszinfiség: P(A4) = N = 1 pont
)
372
= =0.2168) 1 pont
1?16{ ) P

P.11.1.1.a)-ban elfogadhato végeredményként a 757 (mértékegység nélkiil), a P.11.1.1.

b)yben a 257 5Y3

32) (28
5)L5)
60
o
ban ,,mindent” elfogadunk (az utolsé harom alak koziil), P.11.1.4-ben és P.11.1.6-ban sem
kell a 4!, illetve a 3-6* Kkifejezéseket kiszamolni. P.11.1.5-ben pedig a pontos irracionalis

szam az ,,alapmegoldas”, de mellette annak kozelitd értéke is elfogadhatd (szerencsére, mert
egyes tanuloknak a valds szdmot adja eredményiil a szdmologépe).

mar nem; igaz, ez bonyolultabb kifejezés. P.11.1.2-ben elfogadhato

, P.11.1.7-ben a hasonl¢ kifejezést tovabbi részpontért ki kell szamitani. P.11.1.3-

11.2. Az ,,eredménnyel” kapcsolatos problémak

Egy javaslat [3]-ban, hogy ha a szamszerii végeredményben miiveleti jelek és fiiggvény-
jelek szerepelnek, akkor el kell végezni az egyszeriisitéseket, és végeredményként tizedestort-
alaku, legaldbb két tizedesjegy pontossagu valos szamot kelljen megadni.

Ekkor azonban az ellendrzéssel gondjaink lennének: a tizedestort-alak altalaban kozelitd
érték, amivel nem lehet ellendrzést végezni. (Az pedig feltétleniil kivanatos, hogy ne legyen
egy kiilon eredmény a valasz, egy masik pedig az ellenérzés céljara.)

Fentebb lattuk, hogy az egységesité konvencio hidnyaban az itmutat6 a legkiilonfélébb
alaku eredményeket adja meg: ha nincs kerekitési eldiras, akkor szerepelhetnek racionalis és
irracionalis szamok, egyszeri vagy nagyobb szamokbol allo tortek, kevesebb vagy tobb mii-
veleti ¢és fliggvényjelet tartalmazd kifejezések. Hasznalhatunk normal alakot, a ,,tal kicsi”
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vagy ,.tul nagy” eredményre vezetd kifejezéseket nem sziikségszerii egyszeriisiteni. A sor bo-

32) (28

[<){5)
60
o

Csak valami olyasmit varunk el tehat az ,,eredményto1”, hogy viszonylag egyszerii alakui

legyen, és ne tartalmazzon tul sok miiveleti jelet. (Ha a kifejezés konnyen tovabbi egyszeriibb
alakra hozhato, akkor az egyszerisitéseket altalaban elvégzi az utmutatd. Bar P.11.1.7-ben a

nyolultabb végén a P.11.1.2. vagy a P.4.3.2-beli log, s % all...

tort egyszertlisitése nem volt eldiras...)
1716

11.3. Az eredmény és a Kitiizési elv

A kitlizési oldal bizonyos egyszerli médszerekkel befolydsolhatja az eredmény alakjat.
Néhany ezek koziil:

1. Megfogalmazhat6 kézvetlen kérés, példaul: ,,az eredményt tovabb mar nem egysze-
rlsithetd, kozonséges tort alakban adja meg”.

2. A ,Hatarozza meg” helyett alkalmazott ,,Szamitsa ki” forma szamszerii végered-
ményre utalhat.

3. El6irhato a végeredmény pontossaga; ekkor az esetleges kerekitési eldiras megkove-
teli a kozelito, tizedes tort alakot. (Mint korabban lattuk, ez egyuttal az ellenérzés végrehajta-
sat is eltorli, mivel kozelitd értékkel nem lehet ellendrizni.)

4. Korabban lattuk, hogy mértékegységek szereplése esetén az esetleges pontossagi elo-
iras mar a kérdésfeltevéskor megkoveteli a mértékegység rogzitését.

11.4. A részeredményeket ismétlé valasz problémaja

A P.2.5. feladatban a [-2,5; 2,5] intervallumon kellett megoldani az x3 — 3x = 0 egyenle-
tet. A megoldas:

2.a)
Mivel » —3x = [x+/3)x [x—+3),
ezért fzérushelyel lehetnek: 3 pont | Zérushelvenkeént 1 pont.

I'_ |'_
xn=-—+3; 2=0; x3=A/3.

Az egvenlet mindhirom gyike eleme az [
értelmezési tartomanyanak ezért mindegyik 1 pont
zérushely.

Osszesen: | 4 pont

A valaszban megismételtik az X € [-2,5; 2,5] feltételt, de ez nem altalanos szokas.
Gyakran megelégsziink a kovetkezd zaromondattal: ,, X; = —3, X, =0, x=—/3 megolda-
sok.” Vagy: ,,Eredmény: X; = —3, X, =0, X =—/3.

Az eredmény alakjaval kapcsolatban jelenleg nincs elfogadott konvencié (sziikséges-€ a

részeredmények Osszevonasa, a kivételek megismétiése, a feltételekre vald ujrahivatkozas
stb.), és az utmutatok sem kezelik egységesen a kérdést. Néhany hasonlé példa:
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P.11.4.1. Egy feladat két részeredménye —2 < X < 2, valamint ('vagy’) 1 < x < 3. Készen
vagyunk, vagy vonjuk 0ssze az eredményt a —2 < X < 3 egyszeriibb alakba? /egyszeriibb alakl

P.11.4.2. Egyenlétlenség megoldasat két részletben végezziik. 1. Ha x = 0, akkor kide-
ril, hogy nincs megoldas. II. Ha x # 0, akkor az eredmény —2 < X < 3. Ez igy rendben van,
vagy még egyszer le kell irni: X € [-2; 3[ \ {0}? /feltételismétlés/

P.11.4.3. Egy kikdotés szerint X # 1, X # 3. Az eredmény —2 < X < 4. A valaszban ujra ki
kell zarni a kikotésben szerepld elemeket? (Es ha —2 < x < 2 az eredmény?) /kikiiszobolt ele-
mek/

P.11.4.4. | A haromjegyl természetes szamok kozott nincs prim, mert mindegyik oszt-
hat6 3-mal.” Ki kell-e irni azt a nyilvanvalo tényt, hogy 3-néal nagyobb szamokrol van sz6?

(Es akkor ki kell irni, ha a megoldasban korabban szerepelt, hogy 100 < M?)

P.11.4.5. A 6-0s szamrendszerben kapott eredmény X = 231s. Készen vagyunk, vagy
még oda kell irni, hogy a szamjegyek 6-nal kisebbek? Es akkor mi a helyzet, ha a ,,6-nal ki-
sebb szamjegyek” feltétele korabban szerepelt a megoldas folyaman? /helyesség megdllapita-
sa/

2X—2

P.11.4.6. ,,0ldja meg a

< 0 egyenlétlenséget az egész szdmok halmazan!

Megoldas: 1 <x<7.”
Meg kell ismételni a valaszban, hogy X egész szdm? Esetleg fel kell sorolni a 2, 3, 4, 5,
6 eseteket?

Természetesen sorolhatnank még tovabb a példakat, de talan lathato a vitas helyzet. Ek-
kor az a kérdés vetddik fel, hogy egy korabban mar megéllapitott feltételt vagy részeredményt
ismét ki kell-e irni a végeredmény szerepeltetésekor. (A javitd tanar oldalarol a kérdés tgy
sz0l, hogy a megoldé tudataban van-e annak, hogy a megoldasa valoban helyes, a feltételek-
nek megfelel; vagy csak elfelejtette Osszevetni az eredményt a feltételekkel, és ,,szerencséje
van”. A kitlizési elv oldalardl nézve a helyzet egyszer(i: olyan feladatot kell szerepeltetni,
amikor a feledékeny vagy bloff6l6 diak lebukik. Vagy amit korabban is jeleztiink: tobbféle
kérdés is feltehetd, és az ezekre kapott valaszok egyértelmisitik a helyzetet.)

Neéhany esetben vannak kialakult konvenciok, példaul az *¢s’ tipusu megoldashalmazo-
kat altalaban Gsszevonjuk, elkészitve a halmazok metszetét; mig példaul a trigonometrikus
gyOkrendszereket altalaban nem. Mint emlitettiik, a témaban sajnos nincs altalanosan elfoga-
dott, kialakult gyakorlat, és az itmutaték sem egységesek. Mindenesetre a problématipus egy
része onnan szadrmaztathato, hogy az egész mondatos, eredményt tartalmazo zardvalasz nem
valt altalanos gyakorlatta.

A tisztazatlan helyzeteket altalaban a fontos javitasi elv segitségével kezelhetjiik: esze-
rint kétség esetén a vizsgazo javara kell donteni.

11.5. ,,Pontos érték”

A feladatsorok megoldasakor — az itmutatdk szerint — kifejezetten ritkan van sziikség a
pontos értékekkel torténd szamolasra. Tipikus kérdések, amik pontos vélaszt igényelnek: me-
lyik mennyiség a nagyobb; szogei szerint milyen fajta haromszoget kaptunk; mekkora az
egyenesek vagy vektorok bezart szoge (a merdlegesség problémadja); igaz-e a hurnégyszog-
tulajdonsag stb. Néha formai eldiras szerepel: ,,Az eredményt egész szamok hanyadosaként
adja meg!”
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Egy konkrét példa:

P.11.5. ESz 2012. oktober, 8. A derékszogii koordinata-rendszerben az ABC harom-
szOg csucsai: A(2; 1), B(7; —4), C(11; p). Hatarozza meg a p paraméter pontos értékét, ha a
haromszdg B cstcsanal levo belso szoge 60°-0S.

Ennek az egyenletnek a gyidkei: . Ha a vizsgdzo kiizelitd
D=4+ 4.3 py=4- 4.3 . 2pont | grtakekkel szamol, akkor
— — = erre a részre legfeljebb

(Mivel p>0. ezént) p=4+43. __ 1 pont | 3 pontot kaphat

A ,,pontos ertek” fogalma definidlatlan.
Altaldban zavartalanul hasznaljuk, €s koriilbeliil tudjuk, mit jelent, vagy hogy mire gon-
doljunk alkalmazasakor. [3] szerint a ,,pontos érték” csak racionalis szam lehet. Ezzel a defi-

nicioval azonban nehéz helyzetet teremtenénk: problémat jelentene az X, = V2 eredmény, a
4% — 5.2+ 6 = 0 egyenlet megoldasa ( x; =10g,3), vagy az x, = % +kz gyokok ellenbrzése.

Ez utobbi forméval, a trigonometridban szerepld periodikus gyokok ellendrzésével ko-
rabban mar talalkoztunk (8.1.). Ez volt az a szerencsés helyzet, amikor a pontos érték haszna-
lata automatikus, és nem igényelt hosszadalmas indoklast. (Az eredményben és a valaszban is
a pontos irracionalis értéknek kell szerepelnie — ha ellenérizni akarunk.)

11. Megjegyzések, kovetkeztetések

1. Az ,eredmény” kezelése eléggé ,,valtozatos” az utmutatokban, és nem is nagyon kép-
zelhetd el egységesito eldirds. A szerény elvardsnak megfelelden altaldban joindulata a ponto-
zas, ¢s az eredménnyel kapcsolatos kovetkezetlenségekbdl nem szokott probléma szarmazni.

2. A bonyolultabb kifejezések eredményként torténd elfogadasa szakmailag azzal indo-
kolhato, hogy kiszamitasuk a mai szamologépekkel altalaban nem okoz nehézséget. (Ha maga
a géphasznalat az értékelendd, akkor esetleg kiilon is megfogalmazhatd a szamolasi felhivas.)
Mégis, a jelenlegi pontozasi gyakorlat inkabb a szamszerli végeredmény eldallitasat koveteli
meg, hiszen bizony a géphasznalat is egy fontos kompetencia.

3. Az itt 1évd bizonytalansag gyakorlati problémakat sziilhet. Ha az egyik vizsgazd nagy
munkaval kiszdmol egy bonyolult kifejezést, hatranyba keriil azzal szemben, aki semmit nem
csinalt, de az utmutatd alapjan ugyanannyi pontot kapott. Az utmutatoban tehat lehetdleg el
kell keriilni a hasonld eseteket. Praktikusan ez azt jelenti, hogy a bonyolult eredmény-
kifejezések esetén mar a feladat szovegénél érdemes jelezni, sziikség van-e a szdmszer(i vég-
eredményre, vagy sem. (Az egységes gyakorlat is irdnyado lehet, bar egyaltalan nem biztos,
hogy a gyakorlattal kapcsolatban minden diak kelléen tajékozott...)
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